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Wstep

Ten skrypt zawiera materialy przygotowane przez wykladowcéw Szkoty Glownej Handlowej w War-

szawie w celu prowadzenia przedmiotu “Ekonometria I”.

Zajecia sa prowadzone z wykorzystaniem:

e darmowego pakietu ekonometrycznego GRETL:

http://gretl.sourceforge.net/

e plikow z danymi umieszczonych na stronie przedmiotu:

http://web.sgh.waw.pl/ “mrubas/

Materialy te w duzej mierze sa oparte na:

e opracowaniu R.C. Hill, W.E. Griffiths i G.C. Lim “Principles of Econometrics”

https://www.principlesofeconometrics.com/

e skryptu L. Adkins “Using gretl for Principles of Econometrics”

http://www.learneconometrics.com/gretl/index.html


http://gretl.sourceforge.net/
http://web.sgh.waw.pl/~mrubas/
https://www.principlesofeconometrics.com/
http://www.learneconometrics.com/gretl/index.html




Temat 1

Wprowadzenie do ekonometrii

KATARZYNA BECH-WYSOCKA 1 PIOTR DYBKA

e Czym sie zajmuje ekonometria
e Model ekonometryczny

e Rodzaje danych

e Zrédla danych

e Drzialania na macierzach

e Zmienna losowa

e Rozktad prawdopodobienstwa
e Rozklady statystyczne

e Pakiety ekonometryczne: Gretl
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Czym jest ,,Ekonometria”?

EKONOMETRIA

Zastosowanie matematyki i statystyki do analizy iloSciowych zwigzkéw zachodzgcych miedzy
obserwowanymi zmiennymi ekonomicznymi

Ciekawostki:

= stowo ,Ekonometria” zostato wprowadzone do literatury przez Pawta Ciompe w pracy
: "Zarys ekonometryi i teorya buchalterii" opublikowanej w 1910 roku we Lwowie .

= Za ojcéw wspodtczesnej ekonometrii uwaza sie laureatdw nagrody Nobla z ekonomii:

! Ragnara Frischa i Jana Tinbergena.

Ekonometria polega na potgczeniu teorii

: i danych ekonomicznych, finansowych,
i = Do weryfikacji hipotez ekonomicznych I i e I o

= Do kwantyfikacji sity zaleznosci miedzy zmiennymi
= Do prognhozowania

demograficznych itp.
z narzedziami statystycznymi w celu
odpowiedzi na pytanie , ile?”.

e e A A A A A A A R A EEEEEEAEEAEAEEEEEANRESEESEESEEEEESEEEEEAEEEEsEEsmnEnnns .

Przyktady wyzwan dla ekonometryka

e Rada miasta zastanawia sie, jak zmniejszy¢ sie przestepczosé.
: Pytanie: jak liczba policjantow wptywa na przestepczos¢?

e Witasciciel restauracji zastanawia sie jakg kwote wydaé na reklame w lokalnej gazecie.
: Pytanie: jak wydatki na reklame wptywaja na liczbe klientow?

e Uniwersytet planuje zwiekszy¢ optaty za czesne.
: Pytanie: jak wyiszy poziom czesnego wplynie na liczbe studentéw w kolejnych latach?

Firma kosmetyczna zastanawia sie nad budowg nowej fabryki.
i o Pytanie: jaka jest prognozowana wartos¢ popytu w najblizszej dekadzie?
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Czym sie rozni Ekonometria od data science?

EKONOMETRIA a DATA SCIENCE

Obie dziedziny istotnie sie przenikajg, jednak:
= Ekonometria w wiekszym stopniu koncentruje sie na badaniu zaleznosci przyczynowo-skutkowych
= Inzynieria danych (data science) na poszukiwaniu zaleznosci symptomatycznych, np. korelacyjnych

Ponadto w przypadku modeli ekonometrycznych, badacz okresla formalng strukture modelu
(specyfikacje), natomiast data science obejmuje takze metody w ktdrych nie ma zmiennej
objasnianej, np. problemy klasyfikacyjne, w ktérych celem jest podziat danych na grupy o podobnym
profilu (metody uczenia nienadzorowanego).

A co jesli chciatbym lepiej pozna¢ metody zwigzane z inzynierig danych?

i Ciekawe wprowadzenie mozna znalez¢ na stronie:
: https://www.r-bloggers.com/in-depth-introduction-to-machine-learning-in-15-hours-of-expert-videos/

Model ekonometryczny a model ekonomiczny

Ekonometrycy i ekonomisci inaczej zapisujg zaleznos¢ miedzy zmiennymi, czyli tzw. model

Rozwazmy zalezno$¢ miedzy konsumpcja (C) i dochodem (Y):
Ekonomista: model opisuje deterministyczng zaleznos¢ miedzy zmiennymi :
C=a+bY
Ekonometryk: model opisuje stochastyczng zaleznos¢ miedzy zmiennymi:
Ci=a+BY; +¢
poprzez dodanie sktadnika losowego «.

Dodatkowo, podkreslane jest, ze model ekonometryczny dotyczy kazdej obserwacjii = 1,2, ..., N

Ekonometria pozwala sprawdzi¢ na ile teoretyczne zaleznosci, np. opisane przez modele

ekonomiczne, dobrze opisujg obserwowane zjawiska. W tym celu potrzebujemy stworzy¢
zbiér danych.
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Model ekonometryczny

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej

e Wybdr postaci funkcyjnej
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Specyfikacja liniowego modelu ekonometrycznego

Model ekonometryczny:
Vi = ﬂo + leli + -+ BKxKi + & dlai = 1,2, ,N

Vi zmienna zalezna / objasniana (dependent variable)

Xki zmienne niezalezne / regresory / zmienne objasniajgce (explanatory variables)
& sktadnik losowy (error lub disturbance term)

Br (nieznane) parametry strukturalne

Indeks dolny i wskazuje, ze model jest prawdziwy dla kazdej obserwacjii = 1,2, ..., N.

Model empiryczny (po oszacowaniu parametrow):
Vi = Bo + Brx1 + -+ Prxgi

-~

Vi wartosci teoretyczna z modelu

Br (znane) oszacowania parametrow strukturalnych

UWAGA: aby uzyska¢ model empiryczny nalezy zebrac¢ obserwacje dla y; oraz x;

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej
e Wybdr postaci funkcyjnej

e Zebranie danych
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Rodzaje danych

Kryterium pochodzenia:

= Dane mikroekonomiczne (np. dochody gospodarstw domowych, przychody firm)

= Dane makroekonomiczne (poziom PKB, stopa bezrobocia)
= Dane ankietowe (np. preferencje polityczne)

= Dane eksperymentalne (wyniki dziatania szczepionki)

Kryterium typu danych:
= Jakosciowe (np. pted)
= |loSciowe (np. dochdd)

= Tekstowe (np. adres zamieszkania)

Kryterium obserwacji:
= Dane przekrojowe (PKB w krajach UE)
= Szeregi czasowe (PKB w Polsce w okresie 1995-2020)
= Dane panelowe (PKB w krajach UE w latach 1995-2020)

Przyktad 1.1. Rodzaje danych
PKB per capita

. . time Paland geo [2017
Dane przekrojowe: 006 7200] Belgum | 38700
. ‘- . Boo7 8200 Bulgaria 7300
= Obserwacje dla réznych podmiotéw z tego samego okresu 008 9500 Czegchia 18100
. . 009 3200 Denmark 50100
* Indeksowanie: y;dlai =1,2,...,N 010 9100|  Gemmany | 39600
5011 9900 Estonia 18000
= Ireland 61200
B ég}g ]g;gg Greece 16700
Szeregi czasowe: o011 T0700] e 25100
France 34200
. . ‘s . 2015 11200
= Obserwacje dla tego samego podmiotu z réznych okreséw oTe 00| Croatia 11800
ltaly 28500
T-
= Indeksowanie: y; dlat = 1,2,..,T 2007 12200]  Cypws | 22800
Latvia 13900
Lithuania 14900
Luxembou 92600
. Hungary 12700
Dane panelowe: Vals 23800
. ;o . P s , MNetherland 43000
* Obserwacje dla roznych podmiotéw z réznych okresow Asta 12100
. . Poland 12200
* Indeksowanie: y;;dlai =1,2,..,Norazt =1,2,..,T Portugal 18900
Romania 9600
Slovenia 20800
geoltime [2006  [2007  [2008  [2009  [2010 . [Poia Pois Pots [poi7 Slovakia | 15600
Belgium 31000]  32400]  33100]  32300] 33500 35800]  36600]  37600] 38700 Norwey SE
Bulgaria 3500 4200 4900 4900 5100 5900 6300 6500 7300
Czechia 12100] _ 13400]  15500]  14200] 14900 14900]  16000]  16700] 18100
Denmark 41500]  42700] 44000 41900] 43800 47100]  47800[ 48400 80100
Germany | 29500]  31000] _ 31700]  30600] 32100 36300]  37300]  38400] 39600
Norway 59100]  62300] 66500]  57700] 66300 73300] 67100 64100] 67100
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Zrodta danych

Eurostat: https://ec.europa.eu/eurostat/data/database
Dane dla krajow Unii Europejskiej

Elfis Data navigation tree

e Database by themes . .

i General and regional statistics Przydatne pojegcia:

EH&- Economy and finance 1. Sekcja National accounts:
B national accounts (ESA 2010) (nal0) n
i Government statistics (gov) dane o rachunkach narodowych, np. PKB
= i Exchange rates (ert) 2. Sekcja Balance of payments:
B Interest rates (irt) . . . . .
g Prices (pro) dane o inwestycjach zagr. czy wymianie handlowe;j
* i Balance of payments - International transactions (bop) [ 3. Sekcja Population and social conditions:

B Balance of payments - International transactions (BPM6) (bop_6) El P .

i Pupulaton an sucil comitons dane o bezrobociu i wynagrodzeniach
I ndustry, trade and services

i Agriculture, forestry and fisheries
m nternational trade

@ Transport

m Environment and energy

B science, technology, digital society

Po otwarciu wybranej bazy w prawym gérnym rogu mamy do wyboru nastepujace opcje:

E>;|:|Iansl:cr5r texts (matada 1forma E[@E:c =) Previe @Ecc!— CEm,#Z**e'c@_c_:--
Jezeli wielokrotnie korzystamy z danej bazy, warto korzystac z opcji bookmark — tworzy ona trwaty
link do tej bazy wraz z naszymi ustawieniami (wyboru panstwa, zakresu danych itp.).

Zrédta danych

The Economic Network’s website:
http://www.economicsnetwork.ac.uk

Penn World Tables:
https://pwt.sas.upenn.edu

FRED - Federal Reserve Economic Data:
https://fred.stlouisfed.org/

Bank Swiatowy (World Bank):
http://data.worldbank.org

OECD:

Organizacja Narodow Zjednoczonych (UNCTAD):
https://unctadstat.unctad.org
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Przyktad 1.2. Model z jedng zmienng objasniajaca
Model ekonometryczny:
score; = 8y + Bihours; + ¢,

gdzie score; to ocena z egzaminu z Ekonometrii |, a hours; to liczba godzin spedzonych na
powtdrzeniu materiatu przed egzaminem.

Model empiryczny (po oszacowaniu parametrow):

score; = 12,0 + 4,5hours;

Pytania:

= Jakie dane sg potrzebne do oszacowania parametréw modelu?

= Czy uwzgledniono wszystkie czynniki wptywajgce na ocene z ekonometrii?
= Jaka jest interpretacja oszacowan EE = 12,0 oraz BI = 4,5?

Przyktad 1.3. Model z wieloma zmiennymi objasniajacymi

Model ekonometryczny:

score; = By + B1hours; + fysex; +£3 1Q; + &,

gdzie score; to ocena z egzaminu z Ekonometrii |, hours; to liczba godzin spedzonych na
powtdrzeniu materiatu przed egzaminem, sex; to pteé (1 dla kobiet), a I1Q; to miara ilorazu
inteligencji.

Model empiryczny (po oszacowaniu parametrow):

score; = —48,0 4+ 5,0hours; + 0,7sex; + 0,61Q;

Pytania:
= Jakiego typu dane wystepujg w modelu?

= (Czy teraz uwzgledniono wszystkie czynniki wptywajace na ocene z ekonometrii?

* Dlaczego wartos¢ oszacowania S, tak mocno sie zmienita w poréwnaniu z
przyktadem 1.27?
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Specyfikacja modelu: zapis macierzowy

Vi = o+ Pix1i+ -+ Prxgi +gdlai =1,2,...,N

W trakcie zaje¢ powyzszy model bedziemy zapisywali w postaci macierzowej:

Y1 1 x11 . xg1][Bo &
Y2 — 1 X12 v Xg2 ﬁl n )
YN 1 X1N - XKN ﬁK EN

y=XB+¢

wektor N X 1 obserwacji zmiennej zaleznej
macierz N X (K + 1) zmiennych objasniajgcych
wektor N X 1 sktadnikéw losowych

wektor (K + 1) X 1 parametrow strukturalnych
liczba obserwacji (T dla szeregdw czasowych)

X = T M M <

+1 liczba parametréow

Dziatania na macierzach
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Macierze

Macierz A to zbiér elementéw utozonych w m wierszach i n kolumnach.
Wtedy mowimy, ze macierz A jest o wymiarze m X n.

Rodzaje macierzy

Niech A bedzie macierzg o wymiarze m X n.

= A jest macierzg kwadratowg jezelim =n

* A jest macierza symetryczng jezeli jest macierza kwadratowa oraz a;; = a;; dla
kazdej pary (i, j). Innymi stowy, A = A’ (o transpozycji za chwile)

= A jest macierzg jednostkowg, w zapisie A = I, jezeli jest macierzg kwadratowa,
elementy na gtéwnej przekatnej sa réwne a;; = 1, oraz elementy poza gtéwna
przekatng wynosza a;; = 0 dlai # j.

UWAGA: dla macierzy B o odpowiednich wymiarach I,B = Bl,, = B.

Macierze

Proste operacje na macierzach

Niech A i B bedg macierzami wymiarach m X n. Wtedy:
* Suma C = A + B jest macierza o wymiarze m X n z elementami ¢;; = a;j + b;;
* lloczyn ze skalarem A C = AA jest macierza m X n o elementach ¢;; = Aq;;

= Transpozycja C = A’ to macierz o wymiarach n X m powstata przez zmiane
wierszy w kolumny, a kolumn w wiersze. Wtasnosci:
(A+B) =A"+B'

4) =4
O\A)’ =2A’
(AB) = B'A’

lloczyn macierzy

Niech A i B bedg macierzami o wymiarach odpowiedniom X nin X p.
lloczyn C = AB jest macierza o wymiarach m X p i elementach:

Cik = X=1aijbji ,
gdziei =1,..,morazk =1, ...,p.
UWAGA: AB # BA
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Macierze

Macierz odwrotna

Niech A bedzie kwadratowa macierza o wymiarach n X n. Macierz B jest macierzg odwrotng do A
jezeli AB = BA = I,,. Jezeli taka macierz B istnieje, to macierz A jest odwracalna. Warunkiem
odwracalnosci jest niezerowa wartos$¢ wyznacznika (|A| # 0). Warto dodaé, ze istnieje co najwyzej
jedna macierz odwrotna. Jej wtasnosci sg nastepujgce:

(AH1=4

(ANt= @y

(AB)"1=pB1471

Niezaleznos$¢ liniowa, czyli rzad macierzy

= Zbiér wektordw jest liniowo niezalezny, jezeli zadnego z nich nie mozna przedstawic jako
liniowej kombinacji pozostatych wektoréw.

= Dla macierzy A o wymiarach m X n rzad wierszowy (raw rank) opisuje liczbe liniowo
niezaleznych wierszy, zas rzad kolumnowy (column rank) liczbe liniowo niezaleznych kolumn

= QOdwracalna macierz kwadratowa n X n musi mieé petny rzad (full rank), czyli rzad wierszowy
oraz rzad kolumnowy wynosi n

Podstawy statystyki
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Zmienna losowa

W modelu ekonometrycznym sktadnik losowy € jest zmienng losowa. Co to oznacza?

Nieformalna definicja zmiennej losowe;j.
Zmienna, ktérej wartosci nie znamy, dopdki tej wartosci nie zaobserwujemy.

llustracja:
= Temperatura przy wejsciu do budynku G o godz. 12:00 1 stycznia 2030 r. (zmienna losowa)

= Temperatura przy wejsciu do budynku G o godz. 12:00 1 stycznia 2020 r. (realizacja)

= Dtugosc¢ dnia 1 stycznia 2030 r. (zmienna deterministyczna)

Formalna definicja zmiennej losowe;j.
Zmienne losowe to funkcje mierzalne wzgledem przestrzeni probabilistycznych, ktére przypisuja
zdarzeniom elementarnym wartosci liczbowe (prawdopodobienstwa)

Podziat zmiennych losowych ze wzgledu na zbiér zdarzen elementarnych:
= Dyskretna zmienna losowa: przyjmuje skoficzong liczbe wartosci, szczegdlnym
przypadkiem jest zmienna binarna przyjmujgca wartosci 0i 1
= Ciggta zmienna losowa: przyjmuje nieskonczong liczbe wartosci (zazwyczaj ze zbioru liczb

rzeczywistych)

Zmienne losowe: rozktad prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo wystepowania poszczegdlnych wartosci zmiennej losowej jest opisane przez:
= funkcje prawdopodobienstwa (dla zmiennych dyskretnych, ang. probability mass function)
= funkcje gestosci prawdopodobienstwa (dla zmiennych ciaggtych, ang. probability density function)

Funkcja prawdopodobienstwa

Dla dyskretnej zmiennej losowej X wartosé funkcji prawdopodobienstwa wynosi:
f&x) =PX =x)
Funkcja ta przyjmuje niezerowe wartosci jedynie dla n mozliwych realizacji zmiennej X:
fx))=p;=0dlai =12,..,n
Dodatkowo, zachodzi warunek:

Yieapi =1

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

Dla ciggtej zmiennej losowej X nie okreslamy prawdopodobienstwa pojedynczych wydarzen, ale
prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa znajduje sie w pewnym przedziale:

Pla<X<b)= f:f(x)dx
gdzie f(x) to funkcja gestosci prawdopodobienstwa, ktdra spetnia warunek

J52 feodx =1
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Zmienne losowe: rozktad prawdopodobienstwa

Dystrybuanta

Dystrybuanta (ang. cumulative distribution function) zmiennej losowej X, oznaczana jako F(a),
jest zdefiniowana jako prawdopodobieristwo, ze X jest mniejsze bgdz réwne okreslonej wartosci a:

F(a)=P(X <a)= fa fo)dx

Warto zauwazyg, ze:

F (a) jest funkcjg niemalejgca

F(a) € [0,1]

2 f(x)dx = F(b) - F(a)

F'(x) = f(x).

Zaleznosci miedzy zmiennymi

Dla dwdch zmiennych losowych X i Y:

= Rozktad taczny okresla prawdopodobieristwo wystgpienia dwdch zdarzen jednoczesnie:
fX,Y(xry) = P(X = X,Y = J/)

= Rozktad brzegowy (bezwarunkowy) opisuje prawdopodobienstwo dla indywidualnych zmiennych:
fx(x) =PX =x) =%, fxy(x,y) [zmienne dyskretne]
fx() = [ f(x,y)dy [zmienne ciagte]

= Rozktad warunkowy opisuje prawdopodobienstwo wystgpienia zdarzenia X = x pod warunkiem,
7e wystgpito zdarzenieY = y:.

_ _ N fxy ()
fily) =PX =x|Y =y) = )

= Dwie zmienne losowe sg statystycznie niezalezne, jezeli rozktad warunkowy jest taki sam jak
rozktad brzegowy:

faly) =2 ey o Ry = @A)
fr&»)

13
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Momenty rozktadu prawdopodobienstwa

Wartos¢ oczekiwana

Definicja wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X:
u=EX)=Y,xf(x;) [dyskretnazmienna losowa]
u=EX)=[xf(x)dx [ciagtazmienna losowa]
Interpretacja: jakiej wartosci X oczekujemy przed zaobserwowaniem jej realizacji
Wazne: warto$¢ oczekiwana p to nie to samo co srednia w probie (i = X), ktérg mozemy policzy¢
dopiero po zaobserwowaniu realizacji
Warunkowa warto$¢ oczekiwana to:
uxyy = E(X|Y =y) = X x;f(x;|y) [dyskretna zmienna losowa]
txyy = EQX|Y = y) = [ xf(x|y)dx [ciggta zmienna losowa]

Interpretacja: jakiej wartosci X oczekujemy przed zaobserwowaniem jej realizacji, jezeli posiadamy
dodatkowg informacje, a mianowicie, ze Y = y

Momenty rozktadu prawdopodobienstwa

Wariancja

Wariancja zmiennej losowej X (dyskretnej lub ciggtej) to:
Var(x) = of = E[X — EQOP= [ f()(x — w)? dx
Var(X) = %;(x; — w)*f (x;) [dyskretna zmienna losowal
Var(X) = [ (x — p)? f(x)dx [ciggta zmienna losowa]

Przydatny wzor:
Var(X) = E(IX?]) — (E[XD2

Pierwiastek (kwadratowy) z wariancji nazywamy odchyleniem standardowym, oy

Kowariancja i korelacja

Kowariancja miedzy zmiennymi Xi Y to:
cov(X,Y) = oxy =E[(X —EX))(Y —E())]

Korelacja miedzy zmiennymi to natomiast:
Oxy

corr X, Y) = —
( ) = Pxy
WA2NE: brak korelacji nie oznacza niezaleznosci!
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Momenty rozktadu prawdopodobienstwa

Wybrane reguty

= Mnozenie przez skalar / dodawanie skalaru:
E(aX+b)=aEX)+b
Var(aX + b) = a?Var(X)

= Suma zmiennych losowych:
EX+Y)=EX)+E()
Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y) + 2cov(X,Y)

= Jezeli g(X) jest funkcjg zmiennej losowej X, to tez jest zmienng losowa:
ElgX)] =X;90x)f (xp) [dyskretna zmienna losowa]

ElgX)] = [ g()f(x)dx [ciggta zmienna losowa]

= Prawo iteracyjnych oczekiwan (law of iterated expectations, szerzej w Temat 12):
E(X) = E [E(X|Y)]
E(XY) = Ex[XE(Y|X)]

Rozktady statystyczne

Rozktad normalny
O zmiennej losowej X méwimy, ze ma rozktad normalny o E(X) = piVar(X) = o?:

Normal COF

X~N(u,0%) ‘

jezeli funkcja gestosci wynosi:

E
1 —(x— )’
(x) = ex { ¢
f V 27'[ p 0-2 0.25 -
Standaryzacja do rozktadu N(0,1) polega na: PRI AERERR RS
X —_ Normal POF
Z = ﬂ 04
o
Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzenia: :

e

- b— b— -
P(aSXSb)=P<uSZS ”>=q>< ”)—cp(a 5
o o o o

gdzie @ oznacza dystrybuante rozktadu N(0,1). « a2 4 a0 122 a
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Temat 1. Wprowadzenie

Rozktady statystyczne

Rozktad normalny — przedziat ufnosci

Dla zmiennej X ~ N(u, 02):
= przedziat u + o zawiera okoto 68% obserwacji
= przedziat u + 20 zawiera okoto 95% obserwacji
= przedziat u £ 30 zawiera prawie wszystkie obserwacje

Zatdzmy, ze procentowy wynik testu z matematyki dla studentéw pierwszego roku ma
rozktad normalny o wartosci oczekiwanej u = 64 i odchyleniu standardowym o = 10.
Oznacza to, ze:

= okoto 68% studentéw uzyskato miedzy 54 a 74 pkt.

= okoto 95% studentdéw uzyskato miedzy 44 a 84 pkt.

= prawie wszyscy studenci uzyskali wynik miedzy 34 a 94 pkt.

Pytanie: A co jezeli empiryczne wyniki testu sg inne?

Popularne rozktady

Rozklad chi-kwadrat (x?)

Dla niezaleznych zmiennych X;~N(0,1) zmienna:

V=X2+ 4+ Xi~x*(m)
ma rozktad chi-kwadrat z m stopniami swobody, V ~ x?(m), gdzie E(V) = m i Var(V) = 2m
Rozklad t-Studenta
Dla niezaleznych zmiennych X~N(0,1) oraz V~x2§m) zmienna:

B JV/m

ma rozktad t-studenta z m stopniami swobody, t ~ t(m), gdzie E(t) = 0i Var(t) = é

Rozktad F-Snedecora
Dla niezaleznych zmiennych V; ~x?(m) oraz V,~x?(k) zmienna
Vi/m

AT
ma rozktad F z (m, k) stopniami swobody, F ~ F(m, k)
WAZNE:
= jezelim — oo to rozktad t(m) zbiega do rozktadu N(0,1), za$ F (k, m) zbiega do y? (k)
= jezelit ~t(m)tot? ~ F(1,m)

16



Temat 1. Wprowadzenie

Centralne twierdzenie graniczne

Jezeli X; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, takiej samej
wartosci oczekiwanej . = E(x;) oraz (skoriczonej) wariancji 62 = Var(X;) to zmienna
losowa

Xn — U

In =

gdzie x,, = %le-, zbiega wraz z liczebnoscig proby n do rozktadu N(0,1)

Dzieki centralnemu twierdzeniu granicznemu, przy duzej prébie mozliwe jest
uproszczenie obliczen dzieki przejsciu na rozktad normalny.

Pakiety ekonometryczne

17



Temat 1. Wprowadzenie

Jakie narzedzia moge wykorzystywac?

Darmowy program, w ktérym mozna oszacowaé wiekszos$¢ popularnych typow modeli
ekonometrycznych. Do pobrania na stronie:
http://www.kufel.torun.pl/

Excel

Niektére podstawowe modele ekonometryczne mozna tez oszacowaé w Excelu.

Nalezy aktywowa¢ dodatek Analysis ToolPak
Plik = Opcje = Dodatki = Zarzqdzaj: Dodatki programu Excel = Przejdz i zaznaczy¢ Analysis ToolPak

Nastepnie nalezy wybra¢ Dane = Analiza danych.

Jakie narzedzia moge wykorzystywac?

Specjalistyczne jezyki programowania

= Bardzo popularny jezyk wsréd ekonometrykow

= Umozliwia oszacowanie najrézniejszych modeli ze wzgledu na bardzo szeroki zakres bibliotek

=  Posiada bogatg oferte dotyczaca graficznej prezentacji wynikéw

= Uzupetniony o narzedzie Rstudio, ktére jest wygodnym kompilatorem kodu

=  Wada jest predkosc¢ obliczen i duze obcigzenie pamieci RAM

= Przyktadowe kursy:
https://www.datacamp.com/courses/free-introduction-to-r
https://www.coursera.org/learn/r-programming

= Programisci piszgcy w R usmiechaja sie najczesciejt

Python
= Jezyk bardziej popularnych u oséb zajmujgcych sie inzynierig danych (data science)
=  Wiele bibliotek z zakresu uczenia maszynowego

Julia
= Relatywnie nowy jezyk, ktéry intensywnie sie rozwija
= Jego zaletq jest szybkos$é, link do analizy poréwnujacej R, Python i Julia:
https://voxeu.org/content/which-numerical-computing-language-best-julia-matlab-python-or-r

Inne, np. Matlab

L https://medium.com/swlh/what-programming-language-has-the-happiest-developers-f0636b08e898
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Temat 1. Wprowadzenie

Zadania

Zadanie 1.1

a. Wymysl co najmniej dwa przyktady zmiennych kazdego typu:
= zmienna ciggta
= zmienna dyskretna
= zmienna binarna

= zmienna kategoryczna / uporzagdkowana.

b. Wybierz jedng ze zmiennych z punktu a. i zaproponuj model ekonometryczny, w
ktérym bedzie ona zmienng zalezna

c. Woybierz inng ze zmiennych z punktu a. i zaproponuj model ekonometryczny, w
ktérym bedzie ona zmienng objasniajaca

d. Czy pozyskanie danych dla zmiennych z punktu a. jest mozliwe?

19



Temat 1. Wprowadzenie

Zadanie 1.2

Realizacja zmiennej losowej X jest nastepujaca:
x1 = 1,x2 = 3,X3 = 5,x4 = 3.
Oblicz i zinterpretuj:

4 %

S'redniq arytmetyczng X = )i n

Q

b. Wyrazenie Y\, (x; — X)

Wyrazenie Y1, (x; — x)?2

o

o

Wyrazenie (Ti; x?) — 4x2

Zadanie 1.3

Dla kazdego z ponizszych punktow sprébuj okresli¢ specyfikacje modelu oraz zmienne,
dla ktérych nalezy znalezé obserwacje. Jakie jest potencjalne zrédto pozyskania tych
obserwac;ji?

a. Naukowcy pragng ustali¢ jaka jest temperatura ciata zdrowego cztowieka

b. Sie¢ wodociggowa planuje ustali¢ od czego zalezy miesieczne zuzycie wody przez
gospodarstwa domowe

c. Ministerstwo zdrowia jest zainteresowane od czego zalezy czas trwania zarazenia
wirusem COVID-19 u pacjentéw

d. Sprzedawca chce dowiedziec sie jaka jest zywotnos$é zarowek, ktére ma w ofercie

20



Temat 1. Wprowadzenie

Zadanie 1.4

Liczba oddechéw na minute wsréd studentéw w trakcie egzaminu ma rozktad normalny z
wartoscig oczekiwang réwng 12 i odchyleniem standardowym rownym 2,3. Jaka jest
proporcja studentow, ktdrzy oddychajg z wartosciami z ponizszych przedziatow?

a. 9,7 do 14,3 wdechéw na minute
b. 7,4 do 16,6 wdechdw na minute
c. 9,7 do 16,6 wdechéw na minute

d. mniej niz 5,1 lub wiecej niz 18,9 wdechdéw na minute.

Zadanie 1.5

WSsréd 60 studentow wiemy, ze:

= 9 nie mieszka w akademiku

= 36 to studenci studidw licencjackich

= 3 studentéw studiow licencjackich nie mieszka w akademiku

Niech X oraz Y okreslajg binarne zmienne losowe, okreslajgce uczestnictwo w studiach
licencjackich oraz mieszkanie w akademiku.

Oszacuj i zinterpretuj P(X = 1,Y = 0) oraz P(X = 1|Y = 0)
Czy P(Y = 1|X = 1) jest takie samo jak P(Y = 1)?

Znajdz udziat studentéw studidw magisterskich, ktdrzy mieszkajg w akademiku

o 0o T o

Czy zmienne X i Y sg niezalezne?
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Temat 1. Wprowadzenie

Zadanie 1.6

Korzystajac ze strony Eurostatu(https://ec.europa.eu/eurostat/data/database)

wykonaj nastepujace polecenia:

= znajdz dane dla inflacji HICP (r/r) dla wybranego kraju
= wgraj dane do excela
= zainmportuj dane do Gretla

= stwdrz wykres danych w Gretlu

W DOMU (trudniejsze) sprobuj pobrac¢ te same dane za pomoca dodatku w Gretlu
DB.NOMICS

Zadanie 1.7

Otworz Gretla. Zaimportuj dane z pliku cps5.gdt i wykonaj nastepujace polecenia:

a. Sprawdz funkcjonalnosci pod
Narzedzia—Tablice statystyczne, Narzedzia—wartos¢ p, Narzedzia—Testy parametryczne.

b. Wygeneruj i opisz statystyki opisowe dla zmiennej WAGE.

c. Stworz wykres WAGE do EDUC. Opisz te zaleznos¢

d. Znajdz macierz wspdtczynnikéw korelacji miedzy zmiennymi WAGE, EDUC i EXPER.
e. Utwdrz nowe zmienne: EDUC?,In(EDUC) ,NEDUC,EPUC/pyppr.

f.  Utwdrz nowa zmienng, ktdra przyjmuje wartosé 1 dla pierwszych 300 obserwacji, 0 dla
pozostatych. Zmien ostatnig obserwacje w probie, tak aby wartos¢ tej nowej zmiennej byta
réwna 1.

Ogranicz zakres préby do obserwacji 1-500.

h. Zapisz teoretyczny model wyjasniajacy zmiennos$¢ ptac. Wybierz zmienne objasniajace na
podstawie teorii ekonomicznej poznanej do tej pory oraz wtasnej logiki.

i. Jakie masz podejrzenia odnosnie znakdw zmiennych objasniajagcyh w Twoim modelu? Zastanéw
sie czy wptyw tych zmiennych na zarobki jest dodatni czy ujemny i dlaczego?
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Temat 1. Wprowadzenie

Zadanie 1.8.

Wykonaj nastepujgce éwiczenia dotyczgce operacji na macierzach.

a. Rozwin iloczyn macierzy

X = ((AB + (CD))((EF)™! + GH))'".

Przyjmij, ze wszystkie macierze sg kwadratowe oraz, ze E i F s3 odwracalne.

b. Niech X bedzie niepustg macierzg o wymiarze n X k, gdzien = k.
Pokaz, ze macierz X’X jest symetryczna.

W domu

W ramach pracy domowej

= powtdrz materiat z sekcji Podstawy Statystyczne i Algebra Liniowa. Mozesz wrdci¢ do
swoich notatek z poprzednich przedmiotéw matematycznych i statystycznych.

= zainstaluj Gretla na prywatnym komputerze i poéwicz podstawowe funkcjonalnosci
pakietu
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Temat 2

Metoda najmniejszych kwadratow

KATARZYNA BECH-WYSOCKA 1 PIOTR DYBKA

e Model regresji liniowej

e Estymacja parametréw

e Metoda Najmniejszych Kwadratéow (MNK)

e Zalozenia klasycznego modelu regresji liniowej

e Wiasnosci estymatora MNK

e Twierdzenie Gaussa-Markova

e Precyzja oszacowan: wariancja estymatora MNK

e Dopasowanie modelu do danych: wspétczynnik determinacji R?
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Temat 2. MNK

Model regresiji liniowej

Rozwazmy model regresji z jedng zmienng objasniajaca:
Vi =PBo+Pixi + &

= Ekonomisci wskazujg na wystepowanie (zazwyczaj deterministycznych) zwigzkow miedzy
zmiennymi, np. ze wydatki na jedzenie (y) zalezg od dochodu (x)

= Dla ekonometryka:

=y jest zmienng losowa, ktérej wartosc zalezy od x (cze$¢ deterministyczna),
ale takze od sktadnika losowego € (czes¢ stochastyczna)

= model ekonometryczny moze by¢ wykorzystany, aby ustali¢ warunkowy rozktad y, czyli:
warunkowa wartos¢ oczekiwang E(Y[x) = py|x

warunkowg wariancje Var(y|x) = aﬁx

= Parametry 8, oraz 31 nie sg znane, ale mozna oszacowac ich wartosci na podstawie realizacji dla
y; oraz x;, gdziei = 1,2,...,N

Model regresiji liniowej

J)

e
Py

ﬁl + [33.1‘ = E(J"X)

Zrédto: Principles of Econometrics, R. Carter Hill, William E. Griffiths and Guay C. Lim, 4th Edition.
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Model regresiji liniowej
= Dla modelu regresji y wzgledem x (np. wydatkéw na jedzenie wzgledem dochodu)
Vi = PBo+ Pixi + &

warunkowa wartos¢ oczekiwana, czyli czes¢ deterministyczna, wynosi:
E(ylx) = Uy|x = Bo + B1x

gdzie B, to wyraz wolny, a 8; wspotczynnik kierunkowy (funkcji liniowej).

E(vj

= Wspotczynnik kierunkowy opisuje:

E(y|x)

_AE(y|x) dE(y|x)
T Ax dx

B1

A Eivp)

Average expenditure

By = AF = dEGf
Ax 1 Ax efx

=
[=]

pochodng warunkowej wartosci

Income
oczeklwaneJ y wzgledem X. Zrédto: Principles of Econometrics,

Jak interpretujemy ten wspéfczynnik? R. Carter Hill, William E. Griffiths and Guay C. Lim, 4th Edition.

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej

e Wybdr postaci funkcyjnej
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Metoda Najmniejszych Kwadratow

Observation Food Weekly
(household) expenditure ($) income ($100)
i ) 5
1 115.22 369
2 135.98 439
39 257.95 2940
40 375.73 3340
Summary statistics
Sample mean 283.5735 19.6048
Median 264.4800 20,0300
Maximum 587.6600 334000
Minimum 109.7100 3.6900
Std. Dev. 112.6752 6.8478

Jak wybraé kryterium "najlepszego przyblizenia"?

weekly food expenditure in §

y

Estymacja parametrow regresj

100 200 300 400 500 600 700

0

= Dlamodeluy; = By + B1x; + & parametry 5, oraz 8, nie sg znane, ale mogg zosta¢
oszacowane na podstawie obserwacji dla zmiennych y; i x;, gdziei = 1,2, ..., N
= |dea estymacji parametréw: znalezienie kombinagji liniowej ¥; = B, + B1x;, ktéra
najlepiej przybliza wartosci y; dla kazdego i = 1,2, ..., N

B .
:-
| . e
- & Ld
B . .
. 3 . = -
" » -*
. .
B . v . .
.
se e .
T T T
0 10 20 30

x = weekly income in $100
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Estymacja parametrow regresji

= Dla dowolnych wartosci BE i E mozemy
i policzy¢ kombinacje §; = By + B1xi,
ktéra okresla linie regresji

= *3 1—4 : =  Wartosci [/38 i Edobierz tak, zeby
@) odlegtosci miedzy linig regresji i
i realizacjami y; byty mate

i ® W celu okre$lenia co oznacza ,mate
odlegtosci” mozemy wykorzystac rézne
miary

({z)] N

Zrédto: Principles of Econometrics, R. Carter Hill, William E.
Griffiths and Guay C. Lim, 4th Edition.

Estymator MNK

Jak znaleZ¢ optymalne Wartosci [’38 i [’3; ? Metoda Najmniejszych Kwadratow (MNK)

= Wartosci teoretyczne / dopasowane, §; = B, + B1x;, mozemy poréwnac z realizacja, y;.
W ten sposdb otrzymujemy reszty modelu, czyli realizacje sktadnika losowego:

éi=Yi_5>i=3’i_B;_B:xi

= W metodzie najmniejszych kwadratéw kryterium optymalizacji przy obliczaniu wartosci
Bo oraz f; jest minimalizacja sumy kwadratéw reszt:

SSE = Y1 &7 = X (vi — Bo — B1x1)? = SSE (Bo, Br)

= Wartosci 8y oraz ; wyznaczane sg poprzez rozwigzanie uktadu réwnan opisanych przez
warunki pierwszego rzedu:

9SSE _ 3 L, (i=Bo=FBax)? _ 0
3Bo 8Bo

9SSE _ 9 BiL,(i=Bo=Fax)® _ 0
EF 8B
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Estymator MNK

Rozwigzaniem uktadu réwnan opisanych przez warunki pierwszego rzedu sg wartosci:

..............................................................................................................

o Y - Doi—)
Po=y=hx i e

...............................................................................................................

S3 to wzory na estymator MNK

w prostym modelu regresji liniowej

Uwaga:

= estymator jest zmienng losowa

= po podstawieniu realizacji x; oraz y; do wzoréw otrzymujemy oszacowania, czyli liczby
= estymator # oszacowanie!

Przyktad 2.1. Estymacja parametrow regresji

Rozwazmy model ekonometryczny, w ktérym wydatki na zywnos$¢ (food_exp, USD) zalezg od
dochodu (income, 100USD). Na podstawie danych z pliku f ood. gdt uzyskano nastepujaca
zaleznos¢:

food_exp; = 83.42 + 10.21income;.

700

400 500 600

300

- §
¥=8342+1021x .
1 H
e . .
.
.
. .
| _ o
.
. .

¥=1283.57 Ml =3

weekly food expenditure in §

‘.
200

100
.
.

¥=19.60

0

T T T
0 10 20 30 40
¥ = weekly income in $100

Pytanie: Jak zinterpretowa¢ oszacowane wartosci parametréw tego modelu?
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Przyktad 2.2. Estymacja parametrow regresji
Na podstawie danych z pliku bwei ght . gdt oszacowano wptyw wieku matki (mage, w latach) na
wage urodzeniowg noworodka (bweight, w gramach).

Model 1: OLS, using observations 1-4642
Dependent variable: bweight

Coefficient ~ Sd. Error t-ratio p-value
cons 3074.0t 40.744. 75.4¢ <0.000: ***
mage 10.8519 1.50383 7.216 <0.0001  ***
Mean dependent var 3361.680 S.D. dependent var 578.8196
Sum squared res 1.54e+0! S.E. of regressic 575.660i
R-squared 0.011098 Adjusted R-squared 0.010885
F(1, 4640 52.0725! P-value(F 6.22¢13
Log-likelihood —-36088.03  Akaike criterion 72180.06
Schwarz criterio 72192.9! Hannar-Quinr 72184.5!

Pytania:
= (Czy oszacowanie dla wyrazu wolnego ma interpretacje?

= QO ile zmieni sie waga urodzeniowa dziecka, jezeli wiek matki rok?

Estymacja parametréow: regresja wieloraka
= W modelu regresji wielorakiej wystepuje K zmiennych objasniajacych (x; dla k = 1,2, ..., K):

Yi = Bo + Prx1i + o+ Brxgi + &
gdzie parameter [, mierzy jak zmiana wartosci x;, wptywa na warunkowa warto$¢ oczekiwang y,
przy zatozeniu, ze pozostate zmienne objasniajgce nie zmieniajg sie (zasada ceteris paribus)

= Wz6r na estymator MNK wyprowadza sie korzystajgc z notacji macierzowej (zob. Temat 1)

y=XB+¢
= W tym przypadku suma kwadratéw reszt wynosi:

SSE = (y — XB)'(y — XB).
zas warunki pierwszego rzedu mozna zapisac jako:
JdSSE

0B

i pozwalajg one na uzyskanie wzoru na estymator MNK:

=-2X'y +2X'XB =0

Estymator MNK w regresji wielorakiej

B= XX Xy
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Przyktad 2.3. Estymacja parametrow regresji

Zatézmy, ze posiadamy dodatkowe informacje o zmiennych wptywajgcych na wydatki
zywnosciowe:

= fPricelndex: wskaznik cen zywnosci,
= farmer: zmienna zero-jedynkowa, przyjmujaca wartosc 1 dla rolnikéw.

Zmienne te uwzgledniamy w specyfikacji modelu i uzyskujemy nastepujgce oszacowania
parametrow:

food_exp; = 75.14 + 9.12income; — 0.12f Pricelndex; — 16.83 farmer;,

W zapisie wektorowym oszacowania (nie myli¢ z estymatorem!) MNK wynoszg:

75,14
5> | 912
B=1 _o12]|

-16,83

Pytanie: Jaka jest interpretacja oszacowan parametréw tego modelu?

Przykiad 2.4. Estymacja parametrow regresji

Na podstawie danych z pliku bwei ght . gdt oszacowano wptyw wieku matki (mage, w latach),
wieku ojca (fage, w latach) oraz pochodzenia matki (mhisp = 1 jezeli matka jest Latynoska,
mrace = 1 jezeli matka jest biata) na wage urodzeniowa noworodka (bweight, w gramach).

Model 2: OLS, using observations 1-4642
Dependent variable: bweight

Coefficient . Error t-ratio p-value
cons 2901.6! 42.393( 68.4¢ <0.000: ***
mage 5.93910 1.80970 3.282 0.0010  ***
fage 1.7906¢ 1.0844: 1.651 0.098° *
mhisp -34.4813 46.1281 -0.7475 0.4548
mrace 303.37- 23.094. 13.14 <0.000: ***
Mean dependent v 3361.68! S.D. dependent v 578.819
Sum squared resid 1.48e+09 S.E. of regression 564.9135
R-square: 0.04829- AdjustedR-square 0.04747.
F(4, 4637) 58.82549 P-value(F) 1.63e-48
Log-likelihood -35999.0! Akaike criterior 72008.0!
Schwarz criterion 72040.31 Hannan-Quinn 72019.42

Pytania:
= (Czy oszacowany wyraz wolny ma ekonomiczng interpretacje?
= QO ile zmieni sie waga urodzeniowa dziecka, jezeli wiek matki wzrosnie o 1 jednostke (1 rok)?

= Jak zinterpretowac pozostate oszacowania?
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Zatozenia i wltasnosci estymatora MNK

Zatozenia klasycznego modelu regresji liniowej

......................................................................................................................................................................

i Zatozenie Al

Prawdziwy model jest nastepujacy:

0 o

Al oznacza, ze:
= poprawnie dobrano postaé funkcyjng modelu
= (QOdpowiednio dobrano zbidr regresoréw, tj.:
= nie pominieto zadnej istotnej zmiennej objasniajgcej
= nie witgczono do zbioru regresoréw niepotrzebnych zmiennych (szerzej w Temat 4).

= Zatozenie Al jest szczegétowo omawiane w czesci Temat 4

.......................................................................................................................................................................

5

Niespetnienie A2 oznacza, ze zmienne objasniajgce sg endogeniczne, co ma powazne skutki dla
wtasnosci estymatora MNK. Problem ten jest omawiany w czesci Temat 12 — Temat 14.

33



Temat 2. MNK

Zatozenia klasycznego modelu regresji liniowej

.......................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................

Spetnienie A3 oznacza, ze nie wystepuje problem:
= heteroskedastycznosci wariancji sktadnika losowego (Temat 6) lub

= autokorelacji sktadnika losowego (Temat 7)

......................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................

Zatozenie A5 nie jest konieczne do zapewnienia odpowiednich wiasnosci estymatoréw MNK, ale
jest potrzebne do przeprowadzania testéw (w matych préobach) (Temat 5)

Wiasnosci estymatora MNK

Jezeli spetnione sg zatozenia A1-A4 mozemy ustali¢, jakie s3 wtasnosci estymatora MINK.
Bedziemy szukac odpowiedzi na nastepujace pytania:

1. Skoro estymator MNK jest zmienng losowa, to jaka jest jego wartosé oczekiwana, wariancja i
ogolnie rozktad prawdopodobienstwa?

2. Jak wtasnosci estymatora MNK wygladajg na tle wiasnosci innych estymatorow?
= Zaczynamy od wartosci oczekiwane;j.
) 1] 1w/ Al I 1w/ 1; 1w/ A2
E(B) = E[X'’X)"WX'y] = E[X'X)"X'(XB+ &)] = B+ E[(X'X)"'X'e] = B

Jezeli spetnione sg zatozenia A1-A2 to

wartos¢ oczekiwana ﬁ jest rowna prawdziwej wartosci parametru 8
A zatem estymator MNK jest nieobcigzony

= WAZNE: nieobcigzonos¢ nie oznacza, ze warto$¢ oszacowania na podstawie jednej proby
losowej jest taka sama jak prawdziwa wartos¢ parametru! (estymator # oszacowanie).
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Wiasnosci estymatora MNK

= Nieobcigzonosé estymatora oznacza, ze jezeli powtdrzymy estymacje z wykorzystaniem réznych
obserwacji, to ,,Srednio” oszacowania bedg ksztattowaty blisko prawdziwej wartosci parametru.
= W celu ilustracji, zatézmy, ze wylosowalismy z populacji 10 préb losowych obserwacji.
Dla kazdej proby estymujemy warto$¢ parametru 5. Wiemy, ze prawdziwa wartos$¢ to f = 5.
Nieobcigzonos$¢ mozemy przedstawi¢ nastepujgco:

A
B=65
B=6 ¢
+1-14+15-154+--=0
'8 = 5 """""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
p=4

L =45
Prébal Préba2 Préba3 Préba 10

Wiasnosci estymatora MNK: wariancja

= A jaka jest wariancja estymatora MNK?

A ~ ~“\\ /& =\ /] 43 v —
3 =var(B)=E|(B-E®))(B-E®))]| = o?x%)?
Zauwaz, ze wykorzystaliémy wzér z poprzednich slajdow: B — E(ﬁ) = (X'X)"X'e
= Znamy zatem petny rozktad dla estymatora MNK (gdy spetnione sg A1-A5):

B ~N(B, zﬁ)

=  Wariancje poszczegdlnych [/3; to elementy na gtéwnej przekatnej macierzy 2@.

Reguty:

1. Im wieksza wariancja sktadnika losowego a2, tym wiekszy wptyw czesci stochastycznej modelu
ekonometrycznego, co jest odzwierciedlone w wiekszej wariancji estymatora MNK

2. Im wieksza préba N, tym mniejsza wariancja estymatora MNK [wptyw przez (X'X)~1].
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Witasnosci estymatorow MNK - wariancja

= Zatézmy, ze mamy do wyboru dwa nieobcigzone estymatory B oraz [?

= Szukamy wtedy tego, ktéry ma mniejszg wariancje, czyli jest efektywniejszy

=75
A E=7
. [?36,5
B=6
<o
ﬁ:s """""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
B =4
O B =45
p=3 O
L ) B =35
[ ] N
Préba 10

Probal Proba2 Préba3

Twierdzenie Gaussa - Markova

= Jezeli spetnione sg zatozenia A1-A4, to estymator MNK ma najmniejszg wariancje
wsréd wszystkich liniowych, nieobcigzonych estymatordow (jest najefektywniejszy)

=  Mowimy wtedy, ze jest Best Linear Unbiased Estimators (BLUE).

Zauwaz, ze:

1. Estymator MNK jest ,najlepszy” w poréwnaniu do innych liniowych,
nieobcigzonych estymatordw. Twierdzenie nic nie méwi o wszystkich mozliwych
estymatorach.

2. Estymator MNK jest ,najlepszy”, bo ma najmniejszg wariancje.

3. Twierdzenie jest prawdziwe tylko wtedy, gdy spetnione s zatozenia A1-A4.
Jezeli ktérekolwiek z nich jest niespetnione, to estymatory MNK nie sg BLUE.

CIEKAWOSTKA. Jezeli spetnione jest takze zatozenie A5 to estymator MNK ma taki sam
wzor jak estymator Metody Najwiekszej Wiarygodnosci (MNW, ang. Maximum Likelihood).
Mozemy wtedy wykorzysta¢ metode dolnej granicy Cramera-Rao, aby udowodni¢, ze
estymator MNW jest BUE- Best Unbiased Estimators, czyli najefektywniejszy wsréd
wszystkich nieobcigzonych estymatordéw (nie tylko liniowych).
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Precyzja estymatora MINK

Wariancja sktadnika losowego

We wzorze na wariancje estymatora MNK:

Iz = Var(B) = o?2(X'X)!
pojawia sie wariancja sktadnika losowego 2. Niestety, tej wartoéci zazwyczaj nie znamy, a zatem
jest to dodatkowy parametr, ktédry musimy oszacowad.

Intuicyjnym estymatorem dla o2 jest $érednia arytmetyczna kwadratéw reszt:

i=1
Niestety, ten estymator jest obcigzony. Powodem jest to, ze reszty pochodzg z modelu, w ktérym
liczba stopni swobody wynosi N — (K + 1), co jest réwne liczbie obserwacji pomniejszonej o
liczbe estymowanych parametrow. Intuicja jest taka, ze za kazdy oszacowany parametr tracimy
stopien swobody. Przyktadowo, jakie sg reszty w modelu, w ktérym N = 2i K = 1?

Nieobcigzony estymator dany jest wzorem:

Pierwiastek kwadratowy z s? nazywamy btedem standardowym regresji.
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Wariancja estymatora MNK

Jezeli we wzorze na wariancje estymatora MNK, fo = Var(ﬁ) = ¢2(X'X) ™1, nieznang warto$¢
o2 zastapimy przez oszacowanie s2, to uzyskamy wzér:

f% = Var(B) = s2(X'X)™?
Zauwazmy, ze za parametr g2 podstawiliémy zmienng losowa o rozktadzie:

(N — (K + 1))s?
0—2

~ X1%/—(1<+1)

Podstawienie to sprawia, ze jezeli korzystamy z f%, to rozktad estymatora MNK zamienia sie na

wielowymiarowy rozktad t-Studenta o v = N — (K + 1) stopniach swobody (por. Temat 1).
Pojedyncze parametry majg natomiast jednowymiarowy rozktad t-Studenta:

—

Br — Bk
Spi
gdzie Sﬁk jest Srednim btedem szacunku (szczegdty na kolejnym slajdzie)

~ IN—(k+1)

Sredni btad szacunku

%; = Var() = s*(X'X) !

Na gtdwne] przekatnej macierzy f% znajdujg sie wariancje estymatora MNK dla indywidualnych
parametréw (poza przekatng sg kowariancje):

A = U‘W’—(Ek)

Pierwiastki kwadratowe wariancji opisujg btedy standardowe estymatora MNK, ktdre okreslamy

jako btedy szacunku:

Sz, = S(Bi) = /dx
Btedy szacunku okreslajg precyzje oszacowann MNK. Mozna wykorzystac rowniez relatywny btad
standardowy ($redni wzgledny btad szacunku):

Vs = ﬁ x 100%
.Bk - = 0
| B

Jezeli VBk < 50% to méwimy, ze zmienna X, istotnie wptywa na y (szerzej w Temat 3).
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Przyktad 2.4 cd. Btedy szacunku parametrow

Na podstawie danych z pliku bwei ght . gdt oszacowano wptyw wieku matki (mage, w latach),
wieku ojca (fage, w latach) oraz pochodzenia matki (mhisp = 1 jezeli matka jest Latynoska,
mrace = 1 jezeli matka jest biata) na wage urodzeniowa noworodka (bweight, w gramach).

Model 2: OLS, using observations 1-4642

Btedy szacunku Dependent variable: bweight
Coefficient d. Error t-ratio p-value

cons 2901.6( 42.393( 68.4¢ <0.000: ***
mage 5.93910 1.80970 3.282 0.0010  ***
fage 1.7906¢ 1.0844. 1.651 0.098° *
mhisp -34.4813 46.1281 -0.7475 0.4548
mrace 303.37- 23.094. 13.1¢ <0.000: ***
Mean dependent v 3361.68! S.D. dependent v 578.819
Sum squared resid 1.48e+09 S.E. of regression 564.9135
R-square 0.04829: AdjustedR-square 0.04747:
F(4, 4637) 58.82549 P-value(F) 1.63e-48
Log-likelihood -35999.0! Akaike criterior 72008.0'
Schwarz criterion 72040.31 Hannan-Quinn 72019.42

Przyktadowy wzgledny btad standardowy (ocena precyzji oszacowania):

Sp 1,8097
Vg, = ==X 100% = ooy X 100% = 30,5% < 50%.

1
131 15,9391]

Oszacowanie przedziatowe

Btedy szacunku mogg by¢ réwniez wykorzystane do konstrukcji przedziatéw ufnosci dla parametru,
zwanych rowniez oszacowaniem przedziatowym. Jest to przedziat w ktérym, z okreslonym
prawdopodobienstwem, znajduje sie prawdziwa warto$¢ parametru. Zauwazmy, ze:

Ek - ﬂk ¢
N ~ N—-(K+1)
Sﬁk

CO Oznacza:
P(Bic = teSp, < B < B +1tcSp,) =1 —«a

Przedziat B, + tcSp, nazywamy (1 — a) przedziatem ufnosci dla parametru Sy.

fir)

—te 0 f. f
Zrédto: Principles of Econometrics, R. Carter Hill, William E. Griffiths and Guay C. Lim, 4th Edition.
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Przyktad 2.4 cd. Oszacowanie przedziatowe

Na podstawie danych z pliku bwei ght . gdt oszacowano wptyw wieku matki (mage, w latach),
wieku ojca (fage, w latach) oraz pochodzenia matki (mhisp = 1 jezeli matka jest Latynoska,
mrace = 1 jezeli matka jest biata) na wage urodzeniowa noworodka (bweight, w gramach).

Model 1: OLS, using observations 1-4642
Dependent variable: bweight

Coefficient ~ Sd. Error t-ratio p-value
cons 3074.01 40.744: 75.4¢ <0.000:  ***
mage 10.8519 1.50383 7.216 <0.0001  ***
Mean dependent var 3361.680 S.D. dependent var 578.8196
Sum squared res 1.54e+0' S.E. of regressic 575.660:
R-squared 0.011098 Adjusted R-squared 0.010885
F(1, 4640 52.0725! P-value(F 6.22¢13
Log-likelihood —-36088.03  Akaike criterion 72180.06
Schwarz criterio 72192.9! HannarQuinr 72184.5!

95% przedziat ufnosci dla ;44 to (7.90,13.8)

Pytanie: Jak obliczono ten przedziat?

Dopasowanie modelu do danych

40



Temat 2. MNK

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

0 Postawienie hipotezy badawczej

e Wybdr postaci funkcyjnej

e Zebranie danych

Etapy weryfikacji modelu

Oceny parametrow i ich znaki
Istotnos¢ parametrow
Dopasowanie modelu do danych

Specyfikacja modelu / postac funkcyjna

Wtasnosci sktadnika losowego

Stabilnos$¢ parametréw
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Dopasowanie modelu: wspoétczynnik R-kwadrat

= Jak oceni¢, czy model ekonometryczny dobrze opisuje obserwacje dla y? Zauwazmy, ze:

Vi=yit§&
gdzie y; = [/3; + Bixy; + - + Brxy; to cze$¢ wyjasniona przez model

= Przedstawmy powyzsze réwnanie jako odchylenie od srednie;j:

Vi—y=0i -y +&.
= Biorac pod uwage, ze Y.y;&;, mozna pokazac, ze:

SO = PP=30i - P+ L&

= Powyisze rownanie pozwala na dekompozycje catkowitej zmiennosci y; (TSS) na czes¢
objasniong przez model (SSR) oraz pozostate czynniki (SSE)

= Wspoétczynnik determinacji R? okreéla proporcje zmiennosci Yy wyjasniong przez model:

_ SSR SSE

2__=1__
TSS TSS'

Dopasowanie modelu: skorygowany R-kwadrat

= Wiasnoscig miary R? jest to, ze jest warto$c¢ roénie (a przynajmniej nie maleje), jezeli
dodamy do modelu kolejne regresory. Dlatego faworyzuje ona "duze modele"

= W celu pordwnywania dopasowania alternatywnych modeli warto skorygowac
wartoéé R? o liczbe szacowanych parametréw. Warto$¢ skorygowanego R?:
SSE/(N — K)
TSS/(N —1)

....................................................................................

Pamietaj: gdy poréwnujemy alternatywne specyfikacje modelu, wybierz te z wyzsza
wartoscia skorygowanego R-kwadrat.

= Mozna tez poréwnywaé modele wykorzystujgc kryteria informacyjne: Akaike
Information Criterion (AIC), Baysian- Schwartz Information Criterion (BIC) or Hannan-
Quinn Information Criterion (HIC). Ich wartosci sg sumg miary dopasowania do
danych oraz kary za liczbe parametréw.

Pamietaj: gdy poréwnujemy alternatywne specyfikacje modelu, wybierz te z nizszg
wartoscig kryteriéw informacyjnych.
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cons
mage

Mean dependent v
Sum squared res
R-square

F(1, 4640
Log-likelihood
Schwarz criterio

Pytania:

Coefficient ~ Sd. Error
3074.0t
10.851¢

Model 1: OLS, using observations 1-4642
Dependent variable: bweight

t-ratio
40.744: 75.4¢
1.5038: 7.21¢
3361.68  S.D.dependent v
1.54e+0! S.E. of regressic
0.01109: Adjusted F-square
52.0725! P-value(F
-36088.0:  Akaike criterior
72192.9! Hannar-Quinn

p-value
<0.000: ***
<0.000: ***

578.8191
575.660:
0.01088!
6.22¢13
72180.01
72184.5!

= Ktéry model jest lepiej dopasowany do danych?

cons
mage
fage

mhisp
mrace

Mean dependent v
Sum squared resid
R-square

F(4, 4637)
Log-likelihood
Schwarz criterion

= Wykorzystaj skorygowany R-kwadrat oraz kryteria informacyjne.

Przyktad 2.4 cd. Pordwnywanie modeli

Na podstawie danych w bwei ght . gdt otrzymano 2 konkurujgce modele:

Model 2: OLS, using observations 1-4642
Dependent variable: bweight

Coefficient ~ Sd. Error t-ratio p-value
2901.6( 42.393I 68.4% <0.000; *+*
5.93910 1.80970 3.282 0.0010  ***
1.7906¢ 1.0844: 1.651 0.0987 *
—34.4813 46.1281 -0.7475 0.4548
303.37: 23.094: 13.1¢ <0.000; *+*
3361.68! S.D. dependent v 578.8191
1.48e+09 S.E. of regression 564.9135
0.04829.  AdjustedR-square 0.04747:
58.82549 P-value(F) 1.63e-48
-35999.0!  Akaike criterior 72008.0!
72040.31 Hannan-Quinn 72019.42

Zadania
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Zadanie 2.1

Nietatwo jest zrozumie¢, ze estymator MNK to zmienna losowa, zas jej realizacja zalezy od zbioru
danych, z ktérym pracujemy. Aby to zilustrowaé, za pomocg pakietu ekonometrycznego:

a. Wygeneruj syntetyczne obserwacje z nastepujgcego procesu:

x;~N(5,2)
g~N(0,1)
y; =5+ 0.5x; + ¢
dlai = 1,2, ...,50. Przyjmij, ze liczebnos¢ préby wynosi N = 50.

b. Oszacuj parametry modelu:
Vi = Bo + Pix;i + &

i zapisz otrzymane wartosci oszacowarn MNK. Dlaczego f)’: # 0.5?

c. Czy jestes w stanie ocenié z jakiego rozktadu jest losowana wartosc BI?

Zadanie 2.2

Jak zmiana jednostek miary zmiennych wptywa na oszacowania parametrow?

Zatdzmy, ze szacujemy parametru prostego modelu liniowego:
Vi =Po+ Bixi +&

Co stanie sie z warto$ciami oszacowan MNK parametrow 3, i f; oraz z oszacowaniami wariancji
sktadnika losowego, jezeli:

a. Wartosci x; pomnozono przez 10, zas wartosci y; nie zmienity sie.

b. Wartosci y; pomnozono przez 10, zas wartosci x; nie zmienity sie.
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Zadanie 2.3

Lorraine Cake jest dyrektorem firmy produkujacej ciasteczka. Poprosita swojego asystenta o
zebranie danych dotyczacych produktywnosci pracownikéw firmy. Zebrano informacje o:

produktywnosci (procentowe odchylenie od sredniej),

poziomie wyksztatcenia (zmienna kategoryczna z 7 wartosciami, gdzie 1 to najnizszy poziom),
inteligencji (IQ, punktowe odchylenie od sredniej),

ptci (zmienna zero-jedynkowa, 1 dla kobiet),

stanie cywilnym (zmienna zero-jedynkowa, 1 dla zameznych/zonatych).

Lorraine chce wykorzystac¢ dane, aby sprawdzi¢, czy single sg réwnie produktywni co pracownicy w
zwigzkach matzenskich. W tym celu szacuje parametry modelu:

productivity; = By + f1education; + $,1Q; + fzmarried; + ¢;.

Zadanie 2.3 cd

productivity; = B, + freducation; + ,1Q; + fzmarried; + ¢;

Wyniki (na podstawie 2649 obserwacji) to:

—

Bo -0.3281 0.0255
B 0.1080 0.0082
B, 0.0054 0.0011
B3 0.0622 0.0177

Zinterpretuj oszacowania parametréow (wzrost productivity o 0.01 oznacz wzrost o 1%)

Skoro Lorraine chce gtéwnie mierzy¢ réznice w produktywnosci singli i oséb w zwigzkach
matzenskich mogtaby oszacowac prostszy model:

productivity; = By + fymarried; + ;.
Wyjasnij dlaczego to moze by¢ zty pomyst.

Lorraine otrzymata R? = 0.1401 i R? = 0.1391. Jak mozemy zinterpretowac te wartosci?
Dlaczego sg inne?

45




Temat 2. MNK

Zadanie 2.3 cd

d. Lorraine dodata do modelu zmienng , pte¢”:
productivity; = By + fieducation; + B,1Q; + fzmarried; + f,gender; + ¢;.

Otrzymata nastepujace wyniki:

coefficient standard error

Bo -0.2960 0.0255
B. 0.1093 0.0081
B, 0.0051 0.0011
Bs 0.0604 0.0178
Ba -0.0690 0.0167

Co mozemy powiedzie¢ na temat produktywnosci kobiet?

Zadanie 2.3 cd

e. Lorraine oszacowata ponownie oryginalny model

productivity; = o + preducation; + $,1Q; + fzmarried; + ¢;

ale tylko dla kobiet i otrzymata: Oszacowania dla petnej préby

coefficient standard error coefficient standard error

Bo -0.2859 0.0291 Bo -0.3281 0.0255
B. 0.0813 0.0093 B. 0.1080 0.0082
B2 0.0052 0.0012 B 0.0054 0.0011
Bs 0.0525 0.0195 B3 0.0622 0.0177

Poréwnujac te wyniki do modelu wyjsciowego (tabela po prawej stronie), co mozemy powiedzie¢ o
zmiennej married? A jakiego oszacowania mozemy oczekiwaé dla mezczyzn?
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Zadanie 2.4

Postanowiono oszacowa¢ wptyw przecietnego dochodu w gospodarstwach domowych
(I, w 1000USD) i ceny (P;, w USD) na konsumpcje czekolady na osobe (Choc; - w 100g).
Posta¢ modelu ekonometrycznego jest nastepujgca:

ChOCt = ﬁo + .Bllt + ﬁZPt + gi
Otrzymano nastepujace wyniki:
N =27

Choc, = 1.17 + 0.41, — 0.95P,

0.11 —0.02 0.002
s2(X'X)"1=1-0.02 0.02 -0.01
0.002 -0.01 0.01

a. Zinterpretuj wartosci oszacowan.
b. Dla kazdego parametru oblicz btad szacunku (takze wzgledny) i okresl precyzje oszacowania.

c. Podaj oszacowania przedziatowe dla 1 — @ = 0.99 dla ; oraz f3,

Zadanie 2.5

Anna jest naukowcem zajmujgcym sie badaniem zdolnosci jezykowych dzieci. Stawia hipoteze, ze
zaséb stownictwa wykorzystywanego przez dzieci zalezy od sposoby w jaki matka méwi do dziecka.
Anna przez 5 lat zbierata informacje na temat dwdéch interesujgcych zmiennych. Po pierwsze,
zebrata informacje o liczbie réznych stéw wypowiadanych przez matke do dziecka w pierwszym roku
jego zycia —zmienna W. Po drugie, zebrata dane o wyniku testu stownictwa dzieci, ktéry odbywa sie
w pierwszym roku szkoty — zmienna S (mierzona w skali 1-100). Dane znajdujg sie w pliku

@_dat a. xl sx

a. Zapisz model regresji pozwalajgcy na zbadanie zwigzku, ktédrym Anna jest zainteresowana.

b. Na podstawie danych zebranych przez Anne, oszacuj parametry tego modelu korzystajgc ze
wzoru:

B=xX) "Xy

Podpowiedz: Wykorzystaj funkcje tablicowe w Excelu:

MACIERZ.ILOCZYN() — mnozenie macierzy

TRANSPONUIJ() — transpozycja macierzy

MACIERZ.ODW() — odwracanie macierzy

Poréwnaj wyniki otrzymane z automatycznymi funkcjami szacujagcymi MNK (w Excelu)

c. Zinterpretuj wyniki.
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Zadanie 2.5 cd

Lola rowniez zajmuje sie badaniem zdolnosci jezykowych dzieci. Lola wykorzystuje dane
zgromadzone przez Anne, ale zamiast mierzy¢ wynik testu dzieci w skali 1-100 uzywa skali 1-60.

d. Na podstawie danych Loli oszacuj model z punktu (a).

e. Opisz zaleznos$é miedzy oszacowaniami z punktu (b) i (d).

Maria jest kolejnym badaczem zdolnosci jezykowych dzieci, ktory réwniez korzysta z danych
zebranych przez Anne. Maria nie pracuje jednak bezposrednio ze zmienng W, ale uzywa odchylenia
wartosci od Sredniej —zmienna W* = W, — W.

f.  Na podstawie danych Marii oszacuj parametry modelu.

g. Poréwnaj wyniki z (f) z wynikami z (b) oraz (d).

Zadanie 2.6

Ponizsza tabela zawiera informacje o potowie sardeli (w milionach ton) oraz sredniej cenie ryb
(w S za tone) w latach 1965-1978.

1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978

Cena (y) 190 160 134 129 172 197 167 239 542 372 245 376 454 410

Potéw (x) 7,23 853 9,82 10,26 896 12,27 1028 445 178 40 33 43 08 0,5

a. Wprowadz dane do pakietu GRETL

b. Narysuj wykres zmian w czasie

c. Znajdz wartosci oszacowan MNK dla modelu okreslajgcego zaleznos¢ miedzy ceng a potowem
d. Zinterpretuj wartosci oszacowan.

Oblicz warto$¢ oszacowania wariancji sktadnika losowego s?
f.  Oblicz btad szacunku dla B: Oblicz sredni wzgledny btad szacunku i ocen precyzje oszacowania.

g. Oblicz 99% oszacowanie przedziatowego dla parametru ;
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Zadanie 2.7

Jak edukacja wptywa na zarobki? Plik cps5. gdt zawiera dane o stawce godzinowej,
wyksztatceniu i innych zmiennych zebranych w Current Population Survey (CPS) z 2008 roku.

a. Oblicz statystyki opisowe i zbuduj histogramy dla zmiennych WAGE i EDUC.
Opisz charakterystyke tych danych.

b. Oszacuj model liniowy wptywu wyksztatcenia na zarobki. Zinterpretuj wyniki.

c. Oszacuj reszty i zbuduj wykres reszt wzgledem wyksztatcenia.
Czy cos$ na tym wykresie wyglada niepokojgco? Czy obserwujemy jakis$ wzor?
Jezeli spetnione sg A1-A4, to czy powinnismy obserwowad jakis wzdr w rozktadzie reszt?

d. Dodaj zmienne black, exper, female, faminc oraz south jako dodatkowe zmienne objasniajace.
Oszacuj parametry tego modelu i zinterpretuj wptyw poszczegdlnych zmiennych na zarobki.

e. Dla kazdego oszacowania oblicz wzgledny bfad szacunku i ocen prezycje tych oszacowan.

f.  Porownaj skorygowany R-kwadrat oraz kryterium AIC miedzy modelami z punktéw b. i d.
Ktory model jest lepiej dopasowany do danych?

Zadanie 2.8

Dane o nieruchomosciach sprzedawanych w Stockton, California zawarte sg w pliku st ockt on5. gdt .
Dostepne zmienne to SPRICE (S) — cena domu, LIVAREA (hundreds of square feet) - powierzchnia,
BEDS- liczba sypialni, BATHS — liczba tazienek, LGELOT = 1, jezeli powierzchnia dziatki jest
wieksza niz 0.5 ara, AGE — wiek domu i POOL = 1, jezeli jest basen.

a. Stwoérz histogram dla zmiennej PRICE. Co obserwujesz?

b. Oszacuj parametry modelu objasniajgcego PRICE przez pozostate zmienne.
Zinterpretuj oszacowania.

c. Zinterpretuj wartos¢ R-kwadrat. Jezeli mielibysmy dostep do innych zmiennych, to jakie czynniki
(inne niz te wykorzystane w zadaniu) majg wptyw na cene mieszkann? Jak mozemy je zmierzy¢?

d. Dlakazdego regresora, podaj 95% przedziat ufnosci dla parametru. Formalnie zinterpretuj te
przedziaty.
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Zadanie 2.9

W pliku Tayl or Rul e. gdt zawarte sg dane o poziomie stopy procentowej (IR, w %), inflacji
rocznej (INF, %) oraz indeksu aktywnosci gospodarczej (Y, 100 jezeli normalny poziom aktywnosci)
dla wybranych krajow OECD. Badania ekonomiczne wskazujg, ze banki centralne ustalajg poziom
stopy procentowej w zaleznosci od poziomu inflacji oraz aktywnosci gospodarczej

IR = By + B1INF; + B,Y; + &
a. Wybierz kraj, ktéry bedziesz analizowat
b. Oszacuj parametry modelu dla stopy procentowej
c. Dokonaj interpretacji oszacowan parametrow fS; i 3,
d. Podaj 95% przedziat ufnosci dla parametru f5;

e. Obliczizinterpretuj warto$¢ wspétczynnika R?
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Istotnos¢ zmiennych objasniajacych

MARCIN TOPOLEWSKI

Hipoteza statystyczna

Budowa testu statystycznego

Bledy I'i II rodzaju

Wartosé krytyczna, wartosé-p

Test istotnosci t-Studenta

Uogélniony test Walda istotnosci modelu

51



Temat 3. Istotno$¢ zmiennych

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

0 Postawienie hipotezy badawczej
e Wybdr postaci funkcyjnej

e Zebranie danych

o Estymacja

e Weryfikacja

6 Zastosowanie

Etapy weryfikacji modelu

Oceny parametrow i ich znaki
Istotnos¢ parametrow
Dopasowanie modelu do danych

Specyfikacja modelu / postac funkcyjna

Wtasnosci sktadnika losowego

Stabilnos$¢ parametréw
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Statystyczna weryfikacja hipotez

Test statystyczny pozwala zweryfikowac przyjeta hipoteze dotyczgcg populacji na podstawie
informacji zawartej w probie (dostepnych obserwacji).

W modelu ekonometrycznym hipotezy sg zwykle pewnymi zatozeniami dotyczacymi wartosci
parametréw modelu.

Nalezy podkresli¢, ze hipotezy dotyczg zawsze parametréw, a nie ich oszacowan (wtasnosci
populacji, a nie préby), ale wtasnosci parametréw weryfikuje sie wtasnie na podstawie ich
oszacowan (wnioskowanie statystyczne).

BUDOWA TESTU STATYSTYCZNEGO

1. Hipoteza zerowa H,,

Hipoteza alternatywna H;
Statystyka testowa
Obszar odrzucen (lub wartosé p)

A

Decyzja (wniosek)

Testowanie hipotez

HIPOTEZA ZEROWA

Hipoteza zerowa, H;, zwykle dotyczy wartosci parametru i moze zawiera¢ znak réwnosci, na
przyktad:

Ho: B = ¢
gdzie stata c jest okreslong wartoscig, specyficzng dla badanego modelu statystycznego.
H, zostaje odrzucona tyko wtedy, gdy sg do tego wystarczajgco silne przestanki statystyczne.

(Nierownosci nieostre 8, = c lub 8, < ¢ réwniez moga stanowic¢ hipoteze zerow3)

HIPOTEZA ALTERNATYWNA

Hipoteza alternatywna, H;, jest logicznym dopetnieniem hipotezy zerowej, zatem opisuje
zdarzenie komplementarne do opisanego przez hipoteze zerowg, na przykfad:

Hl:Bk *C
(Jezeli hipoteze zerowa stanowia nieréwnosci nieostre 8, = c lub 8, < c, hipoteza

alternatywna okreslona jest przez nieréwnosci ostre, odpowiednio S < club 8, > c)




Temat 3. Istotno$¢ zmiennych

Testowanie hipotez

STATYSTYKA TESTOWA

Statystyka testowa to wartos$¢ obliczona na podstawie obserwacji w prébie, na podstawie ktérej
podejmujemy decyzje o ewentualnym odrzuceniu hipotezy zerowej.

Co wazne, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej rozktad statystyki testowej jest znany.
Pozwala to na obliczenie prawdopodobienstwa popetnienia btedu odrzucenia prawdziwej hipotezy
zerowe;j.

OBSZAR ODRZUCEN

Obszar odrzucen to obszar wartosci nietypowych dla statystyki testowe]j — przy zatozeniu
prawdziwosci hipotezy zerowej, wystepujgcych z ustalonym prawdopodobieristwem.

Aby okresli¢ obszar odrzuced musimy znac:

= Statystyke testowa, ktdrej rozktad jest znany przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej
= Hipoteze alternatywng

= Poziom istotnosci o

Poziom istotnosci testu a, to prawdopodobienstwo popetnienia bfedu I-go rodzaju, to znaczy
odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej. Poziom istotnosci a ustala sie na odpowiednio niskim
poziomie, konkretnie 0,01, 0,05 lub 0,10.

Poziom istotnosci wyznacza obszar odrzucen.

Testowanie hipotez

Btedy I-go i ll-go rodzaju

Stan faktyczny w populacji
Decyzja .

na podstawie proby H, prawdziwa H, fatszywa

Decyzja prawidtowa Btad I1l-go rodzaju
Brak odrzucenia H, Brak odrzucenia H, gdy jest fatszywa

(prawdopodobienstwo =1 - ¢) (prawdopodobieristwo = )
Btad I-go rodzaju Decyzja prawidtowa
Odrzucenie Hy Odrzucenie H gdy jest prawdziwa Okresla moc testu
(prawdopodobienstwo = ¢) (prawdopodobieristwo = 1 - 8)

Moc testu (1 - 5) to prawdopodobienstwo odrzucenia H,, gdy jest ona fatszywa.
Mocy testu zazwyczaj nie mozemy wyznaczy¢ analitycznie, jedynie za pomocga symulacji.
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Testowanie hipotez

DECYZJA (WNIOSEK)

W tedcie statystycznym sg tylko dwie mozliwe decyzje:
= Qdrzuci¢ hipoteze zerowa
= Nie odrzucac hipotezy zerowej

Jezeli statystyka testowa przyjmuje wartos¢ z obszaru odrzucen, jest mato prawdopodobne, ze
hipoteza zerowa jest prawdziwa, a zatem nalezy jg odrzuci¢, w przeciwnym przypadku nie
odrzucamy H,. Ostatecznie nalezy wyjasnic, jakie znaczenie ma wynik testu w kontekscie badanego
problemu i jaka jest jego interpretacja (np. ekonomiczna).

WAZNE: brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej nie oznacza, ze jest ona prawdziwa

PROCEDURA STATYSTYCZNEGO TESTOWANIA HIPOTEZ

1. Okredl hipoteze zerowaq i alternatywna.

2. Ustal statystyke testowa i jej rozktad (w przypadku prawdziwosci hipotezy zerowej).
3. Wybierz poziom istotnosci i ustal obszar odrzucen.

4. Oblicz wartos¢ statystyki testowej na podstawie préby.

5. Podejmij decyzje odnosnie hipotezy zerowe;j.

Wartosc-p (p-Value)

= W praktyce decyzje w tescie statystycznym podejmuje sie zwykle na podstawie wartosci-p, czyli
tzw. empirycznego poziomu istotnosci.

= Wartosc-p to graniczny poziom istotnosci przy ktérym odrzucamy hipoteze zerowg (jezeli
a <wartosc-p to pozostajemy przy H,). Inaczej méwigc wartosc-p to prawdopodobierstwo
popetnienia btedu I-go rodzaju przy odrzuceniu H,.

= Zatem H, nalezy odrzucic tylko, jesli warto$¢-p jest odpowiednio niska (np. ponizej @ = 0,05).

REGUtA WARTOSCI-p:

Hipoteze zerowgq nalezy odrzucié tylko, jesli wartosé-p jest rowna lub nizsza od przyjetego poziomu
istotnosci a, czyli:

jezeli wartos$é-p < a = nalezy odrzuci¢ Hy.

jezeli wartosé-p > @ = nie ma podstaw do odrzucenia Hy.

Oznacza to, ze odrzucamy hipoteze zerows, tylko gdy prawdopodobieristwo popetnienia btedu I-go
rodzaju jest mniejsze niz a.
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Test istotnosci pojedynczej zmiennej objasniajacej

= W modelu regresji weryfikujemy istotnos¢ wptywu poszczegdlnych regresoréw x; na zmienng
zalezng y poprzez weryfikacje hipotezy, czy parametr S}, jest statystycznie rézny od zera.

= W tym celu uzywamy testu t-studenta.

TEST t-studenta

Hipoteza zerowa

Hy: B = 0 (wptyw zmiennej x;, jest nieistotny statystycznie)
Hipoteza alternatywna

Hi: Br # 0 (wplyw zmiennej x;, jest istotny statystycznie)
Statystyka testowa

_ Bk
b= 5@ T

Wartos¢ krytyczna
tc = ta-a/2,N-K-1)
Decyzja
odrzuci¢ Hy jesli |t| = t. (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé Hy) lub

odrzuci¢ Hy jeslip < o (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé Hy)

Test istotnosci pojedynczej zmiennej objasniajacej

Interpretacja graficzna testu t-studenta

Reguty decyzyjne mozna zilustrowac graficznie
(wartosci krytyczne dla modelu ze stafg i jedng zmienng objasniajaca)

fity

Reject Hy:3; = ¢ ) Reject Hy:B, = ¢
Accept H:3; # ¢ Do not reject Accept H:f3; # ¢
Hy:By=c
l(m)
o/2 o/2

I =1an, N-2) Ie=11-an,N-2)

Rejection region for a test of Hy: By = ¢ against H, : B #c.

Zrédto: Principles of Econometrics, R. Carter Hill, William E. Griffiths and Guay C. Lim, 4th Edition.
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Przyktad 3.1: Test t-studenta

Na podstawie danych andy.gdt  zbudowano model regresji liniowej wyjasniajacy jak miesieczna
wartos¢ sprzedazy w Big Andy’s Burger Barn * zalezy od cen i wydatkdéw na reklame.

Model : Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-75

Zmienna zale zna (Y): sales

wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢ p
const 118,914 6,35164 18,72  2,21e-029 ***
price -7,90785 1,09599 -7,215 4,42e-010 ***

advert 1,86258 0,683195 2,726 0,0080 ***

Pytania:

1. Jaka jest wartos¢ krytyczna

2. Jakjest decyzja na podstawie wartosci krytycznej
3. Jakjest decyzja na podstawie wartosci-p

4. Zinterpretuj wyniki testéw

Testowanie wartosci pojedynczego wspotczynnika

Mozna réwniez testowad, czy okreslony wspétczynnik jest réwny zaktadanej wczesniej wartosci,
powiedzmy c. Wéwczas test t-studenta wyglada nastepujaco

t-student test
Hipoteza zerowa
Hy:Br =c
Hipoteza alternatywna
Hi: By # ¢
Statystyka testowa

_ Bi=c
b7 s "tk

Wartosé krytyczna
te = t(1-a/2,N-Kk-1)
Decyzja
odrzuci¢ Hy jesli [t] = t. (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé¢ Hy) lub

odrzuci¢ Hy jeslip < o (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé Hy)
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Testowanie hipotez tacznych

= Mozemy réwniez testowac hipotezy zawierajgce przypuszczenia odnosnie wiecej niz jednego
parametru (z wiecej niz jednym znakiem rownosci), czyli tak zwane hipotezy taczne.

= Zwykle jesteSmy zainteresowani, czy grupa zmiennych objasniajgcych powinna znalez¢ sie w
specyfikacji modelu

=  Wodwczas poréwnujemy model z restrykcjami z modelem bez restrykcji.

Model bez restrykcji

Vi = Bo + Prxyi + o+ Brxki + BrraXg1i o0+ Bsxsi + &
Model z restrykcjami

Vi = Bo+ Brxyi + -+ Brxgi + &
Restrykcje

Bk+1="=PBs=0

czyli zmienne od xk, 1 do xg s3 nieistotne statystycznie

Testowanie hipotez tacznych

WprowadZmy oznaczenia:

SSEy suma kwadratow reszt dla modelu bez restrykcji
SSER suma kwadratéw reszt dla modelu z restrykcjami
J=5-K liczba restrykcji zerowych

j istotnosci zmienn
Hipoteza zerowa

Hy: Bx+1 = - = s = 0 (dodatkowe zmienne s3 nieistotne)
Hipoteza alternatywna
Hi:Bx4+q1 # 0lub ...lub S5 # 0 (przynajmniej jedna zmienna dodatkowa jest istotna)

Statystyka testowa

_ (SSER=SSEn)/] _
SSEy/(N-K-1) = UN-K-1)
Wartos$¢ krytyczna
F. = F(l—a,],N—K—l)
Decyzja
odrzuci¢ Hy jesli F = F, (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé Hy) lub

odrzuci¢ Hy jesli p < o (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé Hy)
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Testowanie hipotez t3cznych

Interpretacja graficzna testu-F

Density function

0.05

245 F

The probability density function of an /g 59) random variable.

Zrodto: Principles of Econometrics, R. Carter Hill, William E. Griffiths and Guay C. Lim, 4th Edition.

Przykiad 3.2: Testowanie hipotez tacznych

Uzywajac danych andy.gdt  zbudowano model regres;ji liniowej wyjasniajacy jak miesieczna
wartos¢ sprzedazy w Big Andy’s Burger Barn * zalezy od cen, wydatkéw na reklame i
kwadratu wydatkéw na reklame. Ocen taczny wptyw wydatkdw na reklame na wartos¢ sprzedazy.

Model bez restrykgji
| wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto Jo

s¢p
I const 109,719 6,79905 16,14 1,87e-025 ***
| price -7,64000 1,04594 -7,304 3,24e-010 ***
advert 12,1512 3,55616 3,417 0,0011 **=*
I sq_advert -2,76796 0,940624 -2,943 0,0044 ***
Sredn.aryt.zm.zale znej 77,37467 Odch.stand.zm.zale znej 6,488537
Suma kwadratéw reszt 1532,084 Bt ad standardowy reszt 4,645283

Wsp. determ. R-kwadrat 0,508235 Skorygowany R-kwadrat 0,487456

Model z restrykcjami

| wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto $¢ p
I const 121,900 6,52629 18,68 1,59e-029 ***

| price -7,82907 1,14286 -6,850 1,97e-09 ***

| Sredn.aryt.zm.zale znhej 77,37467 Odch.stand.zm.zale zhej 6,488537
| Suma kwadratéw reszt 1896,391 Bt ad standardowy reszt 5,096858

Wsp. determ. R-kwadrat 0,391301 Skorygowany R-kwadrat  0,382963

.- - - __
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Przyktad 3.2 : Testowanie hipotez tacznych c.d.

Pytanie. Czy wydatki na reklame istotnie wptywajg na sprzedaz?

Hipotezy testowe:

Hy:B, =B3=0 (zmienne advert isq_advert  sa nieistotne statystycznie)
Hy: By # 0 or B3 # 0 (przynajmniej jedna z tych zmiennych jest istotna statystycznie)

Statystyka testowa:
_ (SSEp —SSEy)/]  (1896.391 —1532.084)/2

= = = 8.441
SSEy/(N—K—1)  1532.084/(75—4) _ >+4136

Wartos¢ krytyczna:
FC = F(0.95’2'71) = 312576

Decyzja:

poniewaz F > F,. odrzucamy hipoteze zerowa.
Przynajmniej jedna ze zmiennych advert , sq_advert jest istotna statystycznie.
Wydatki na reklame maja istotny wptyw na wartos¢ sprzedazy.

Przyktad 3.2: Testowanie hipotez tacznych c.d.

Pytanie. Czy wydatki na reklame istotnie wptywaja na sprzedaz?

Gretl: Test pominietych/dodanych zmiennych

W Gretl

Zbadaj taczng istotnos¢ wydatkdw na reklame testem ,,pominietych zmiennych” w modelu bez
restrykcji:

->Testy->Test pominietych zmiennych

Sprawdz statystyke testowg i poréwnaj z poprzednim przyktadem
Sprawdz wartos¢-p

Podejmij decyzje na podstawie wartosci-p

Test for omission of variables -
Null hypothesis: parameters are zero for the variab les

advert
sq_advert

Test statistic: F(2, 71) = 8.44136
with p-value = P(F(2, 71) > 8.44136) = 0.000514159
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Przykiad 3.2: Testowanie hipotez tacznych c.d.

Pytanie. Czy wydatki na reklame istotnie wptywajg na sprzedaz?

Gretl: Test pominietych/dodanych zmiennych

W Gretl:

Zbadaj faczng istotnos¢ wydatkéw na reklame testem ,,dodanych zmiennych” dla modelu z
restrykcjami:

->Testy->Test dodanych zmiennych
1. Sprawdz statystyke testowg i porownaj z poprzednim przyktadem
2. Sprawdz wartosé-p

3. Podejmij decyzje na podstawie wartosci-p

Test for addition of variables -
Null hypothesis: parameters are zero for the variab les
advert
sq_advert
Test statistic: F(2, 71) = 8.44136
with p-value = P(F(2, 71) > 8.44136) = 0.000514159

Testowanie istotnosci modelu

Za pomoca testu-F mozna rowniez badac istotnos$¢ catego modelu regresji. Ta wersja testu nosi
nazwe uogdlnionego testu Walda i moze by¢ interpretowana jako test istotnosci wspotczynnika
determinacji R?.

Uogdlniony test Walda

Hipoteza zerowa

Hy:Bi==Pxk =0 (wszystkie zmienne w modelu s3 nieistotne)
Hipoteza alternatywna

Hi:B1#0V ..VB* 0 (co najmniej jedna zmienna w modelu jest istotna)
Statystyka testowa

R?/K

_ (SSER—-SSEy)/K ~F )
B (1-R2)/(N-K-1) = (K.N-K-1)

SSEy (N —K—1) ~Fin-k-1) (alternatywnie F =

Wartos¢ krytyczna
F = F(l—a,K,N—K—l)
Decyzja
odrzuci¢ Hy jesli F = F, (w przeciwnym przypadku, nie odrzucaé Hy) lub

odrzuci¢ Hy jeslip < a (w przeciwnym przypadku, nie odrzuca¢ H,)
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Coefficient

const 118.914
Price -7.90785
advert 1.86258

Mean dependent var
Sum squared resid

R-squared

Log-likelihood

Schwarz criterion

Dependent variable: sales

Std. Error
6.35164
1.09599
0.683195

77.37467
1718.943
0.448258

-223.8695
460.6915

t-ratio

18.72
-7.215

2.726

Przyktad 3.3: Uogdlniony test Walda

Test na istotno$¢ modelu sprzedazy z przyktadu 3.1.

Test istotnosci modelu

Model 1: OLS, using observations 1-75

p-value

<0.0001 HA K
<0.0001 ks
0.0080 s

S.D. dependent var
S.E. of regression

Adjusted R-squared

Akaike criterion

Hannan-Quinn

6.488537
4.886124
0.432932

453.7390

456.5151

Zadania
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Zadanie 3.1

Na podstawie 5 rocznych obserwacji dla wydatkdw pewnego gospodarstwa domowego [tys PLN]:
y = [108101626]":

a. Oblicz wartosci macierzy X'X, X'y oraz (X'X) !

b. Oszacuj parametry modelu trendu
Ye=PBot+ Pt +e

c. Oblicz reszty modelu oraz oszacowanie wariancji sktadnika losowego s?

d. Oblicz oszacowanie wariancji estymatora MNK: f% = Var(ﬁ) = s2(X'X) ! oraz érednie btedy
szacunku

e. Dokonaj weryfikacji hipotezy Hy: f; = 0 [warto$¢ krytyczna to t3 5o, = 3.18]

f.  Wopisz dane do programu GRETL i sprawdz, czy uzyskate$ takie same wyniki

Zadanie 3.2

Departament pozyczek Banku Warszawskiego zamierza ustali¢ jak wartos¢ kredytéw hipotecznych
(M € per capita) zalezy od aktywnosci gospodarczej (PKB, € per capita) i
referencyjnej stopy procentowej (R, %) w rdéznych krajach europejskich. Na podstawie danych
dla 24 krajéw analitycy oszacowali parametry modelu:

M; = 23278 + 5.75PKB; — 1251R;
(se) (1479) (3.47) (498)

a. Zinterpretuj oszacowania parametrow.
b. Uzupetnij zdania:
= Oszacowanie parametru f/; wWynosi...
= Btad szacunku parametru f8; wynosi...
= Statystyka testu istotnosci parametru 8; wynosi...
c. Zweryfikuj hipoteze, ze PKBnie ma wptywu na wartos¢ kredytow hipotecznych.
d. Zweryfikuj hipoteze, ze stopa procentowa nie ma wptywu na wartosc kredytéw hipotecznych.

e. Zweryfikuj hipoteze, ze parametr przy stropie procentowej wynosi -2500.
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a.

Zadanie 3.3

Plik cps5.gdt  zawiera dane o stawce godzinowej, wyksztatceniu i innych zmiennych zebranych w
Current Population Survey (CPS) z 2008 roku.

Oszacuj parametry réwnania dochodow
WAGEL = ﬂO + ﬁlEDUCl + ﬂzEXPERl + &

Zbadaj istotnos¢ modelu oraz kazdej ze zmiennych osobno

Czy na podstawie danych mozemy odrzucic hipoteze, ze z kazdy rokiem wyksztatcenia prowadzi
do wzrostu stawki godzinowej o 2.5USD?

Rozwaz wprowadzenie do modelu kwadratéw zmiennych EDUC i EXPER
WAGE; = By + BLEDUC; + B,EXPER; + f3sEDUC? + BLEXPER? + ¢;

oraz zbadaj taczng istotnos¢ wyksztatcenia oraz doswiadczenia.

Czy potozenie geograficzne jest istotnym czynnikiem wyjasniajgcym ptace?
(jakich zmiennych nalezy uzy¢?)

b.

(e]

Zadanie 3.4

Dane o nieruchomosciach sprzedawanych w Stockton, California zawarte sa w pliku

stockton5.gdt . Dostepne zmienne to SPRICE ($) — cena domu, LIVAREA (hundreds of square
feet) - powierzchnia, BEDS- liczba sypialni, BATHS - liczba tazienek, LGELOT = 1, jezeli
powierzchnia dziatki jest wieksza niz 0.5 ara, AGE —wiek domu i POOL = 1, jezeli jest basen.

Zaproponuj i oszacuj parametry modelu objasniajgcego ceny nieruchomosci

Zbadaj istotnos¢ modelu i istotnos$¢ kazdej zmiennej osobno

Zweryfikuj hipoteze, ze cena jednostki powierzchni (100ft2) wynosi 10000USD

Poréwnaj dopasowanie petnego modelu z modelem z jedng zmienng objasniajgcy

SPRICE; = By + B1LIVAREA + &,
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Zadanie 3.5

W pliku TaylorRule.gdt zawarte sg dane o poziomie stopy procentowej (IR, w %), inflacji rocznej
(INF, %) oraz indeksu aktywnosci gospodarczej (Y, 100 jezeli normalny poziom aktywnosci) dla
wybranych krajéw OECD. Badania ekonomiczne wskazujg, ze banki centralne ustalajg poziom stopy
procentowej w zaleznosci od poziomu inflacji oraz aktywnosci gospodarczej

a. Wybierz kraj, ktéry bedziesz analizowat

b. Oszacuj parametry nastepujgcego modelu

IRt = ﬁo +B11NFt +ﬁ2Yt + Et

c. Ocen, ktére zmienne sg statystycznie istotne.
d. Czy caty model jest statystycznie istotny?
e. Dokonaj weryfikacji hipotezy Hy: f; = 1,5

f.  Dokonaj weryfikacji hipotezy Hy: 8, = 1,5 A B, = 0,5?

Zadanie 3.6

W pliku PhillipsCurve.gdt zawarte sg dane o inflacji rocznej (INF, %) oraz stopy bezrobocia
(U, %) dla wybranych krajéw UE. Teoria ekonomii wskazuje na ujemna zalezno$¢ miedzy obydwoma
zmiennymi.

a. Wybierz kraj, ktéry bedziesz analizowat

b. Oszacuj parametry nastepujgcego modelu

INFt == ﬂo +B1Uf + gt

c. Ocen istotnos¢ zmiennej U;.

d. Rozszerz specyfikacje modelu o zmienng opisujaca inflacje w Niemczech:

INFt = :BO +,81Ut +ﬁ21NFtDE€t

oraz poréwnaj dopasowanie obydwu modeli do danych.

e. Dlarozszerzonego modelu dokonaj weryfikacji hipotezy Hy: f; = 0 A B, = 1?
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Temat 4

Specyfikacja modelu ekonometrycznego

KAROLINA KONOPCZAK I MICHAL RUBASZEK

e Model nieliniowy

e Blad specyfikacji modelu

e Efekt krancowy i elastycznosé

e Modele wielomianowe

e Modele z logarytmami zmiennych

e Test specyfikacji Ramsey’a (RESET)

e Zmienne binarne i zmienne interakcyjne
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Modele nieliniowe

Teoria ekonomiczna rzadko okresla doktadng forme funkcyjng zaleznosci miedzy
zmiennymi.

Specyfikacja liniowa jest czesto punktem wyjscia do modelowania zaleznosci
miedzy zmiennymi ekonomicznych. Jest ona jednak jedynie przyblizeniem dla
rzeczywistych relacji. Przyblizenie to jest zazwyczaj wystarczajace, jezeli
whioskowanie jest prowadzone dla waskiego przedziatu zmiennosci.

Ale: nieuwzglednienie nieliniowosci moze stanowi¢ btad specyfikacji

Zagadnienia omawiane w Temat 4:
1.

Jak wykryé btad specyfikacji?

2. Jak usungé btad specyfikacji poprzez zmiane postaci funkcyjnej modelu?
3. Jak poréwnac konkurencyjne specyfikacje nieliniowe?

4,
5

Jak interpretowac parametry w modelach nieliniowych?

. Jak uwzglednié niestabilnos¢ zaleznosci miedzy zmiennymi w prébie?

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej

e Wybér postaci funkcyjnej
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Btad specyfikac;ji

Przyczyny ztej specyfikacji modelu:
= pominiecie istotnej zmiennej objasniajgcej (zbyt uboga specyfikacja)
= wigczenie nieistotnej zmiennej objasniajgcej (zbyt obszerna specyfikacja)
= zta postac funkcyjna modelu

=  btagd pomiaru zmiennych

Skutki btedu specyfikaciji:
= nietrafne prognozy (szerzej w Temat 10)

= obcigzenie estymatora parametréw (szerzej w Temat 12-14)

Jak wykry¢ btad specyfikacji:
= Test RESET, tj. test Ramsey'a
= Test pominietej zmiennej (ang. omitted variable)

= Analiza wykreséw zaleznosci miedzy zmiennymi

Btad specyfikaciji

= Modelowanie danych wymaga wydobycia informacji z szumu
= Model ekonometryczny dziata jak filtr.

= To, co pozostato po przefiltrowaniu danych, powinno byé czysto losowe:

& ~ 11D N(0,0?%)

=  Wszelkie nielosowe wzorce dla reszt modelu wskazujg na btad specyfikaciji.

biaty szum
2
1 Stata srednia,
stata wariancja,

0 brak zmiany strukturalnej
B

2

0 50 100 150 200
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Btad specyfikacji

autkokorelacja o heteroskedastycznos¢

150 200

serie dodatnich i rosngca zmiennosc

ujemnych reszt (wariancja)

grube ogony zmiana strukturalna

25

00

obserwacje nietypowe:
grube ogony

o 50 zmiana $redniej

4 .

Nieliniowosci

Rodzaje nieliniowosci:
= "krzywoliniowos$¢" (pochodna y wzgledem x nie jest statg)
= asymetria reakcji na wzrosty / spadki
= zmiany strukturalne
= w czasie

= miedzy klasami obiektow

Metody uwzglednienia nieliniowosci w modelu ekonometrycznym:

= przeksztatcanie zmiennych w ramach regresji liniowej (potegi, logarytmy, odwrotnosci)
= wprowadzenie zmiennych binarnych lub interakcyjnych

= modele przetacznikowe (switching models)

= modele progowe (threshold models)

= regresje nieparametryczne

" jnne
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Nieliniowosci

Teoria czesto wskazuje na mozliwe odstepstwa od liniowo$ci w ekonomii, np .:

= malejgca krancowa sktonnos¢ do konsumpgji
wptyw dodatkowego dochodu na konsumpcje spada wraz z dochodem

= Krzywa Laffera
"zgarbiona" zaleznos¢ miedzy stawkami podatkowymi a dochodami budzetu

= Metoda ,rakiet i piér” przy ustalaniu ceny
ceny reagujq szybciej (,,jak rakiety”) na wzrost kosztéw niz (,jak piora”) na ich spadek

,Krzywa usmiechu” w globalnych tancuchach wartosci dodanej (global value chains)
dwa korce taricucha - badania i rozwdj oraz marketing — dajq wiekszq marze niz
Srodkowa czes¢ taricucha - produkcja

[ . (] V4 LJ

Nieliniowosci
Y zmienia sie z X w statym tempie Y zmienia sie z X w rosngcym tempie
Y zmienia sie z X w malejacym tempie Y zmienia sie z X w zmiennym tempie
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Podstawowe miary zaleznosci nieliniowych

Efekt kraricowy
Interpretacja: zmiana Y wywofana jednostkowa zmiang X

ay
X

MEy/X =

Interpretacja: procentowa zmiana Y wywotana procentowg zmiang X

g _OY/Y oy ov x_ . X
YIX T 9x/X  olmX ox Yy X7y

Efekt krancowy - ilustracja

Efekt krancowy: nachylenie stycznej do krzywej (tj. pochodnej) w danym punkcie::

W relacjach liniowych efekt
kraricowy jest staty, w
nieliniowych zmienny
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Nieliniowe zaleznosci w modelu ekonometrycznym

Czy nieliniowosci mozna witaczy¢ do regresji MNK?
= nieliniowo$¢ wzgledem zmiennych - TAK
np. funkcja kwadratowa: y; = By + B1x; + B2x? + &
= nieliniowo$¢ wzgledem parametréow = NIE
np. wyktadnicza funkcja wzrostu: y, = efothit 4 ¢,
Popularne transformacje stosowane w regresjach MNK:
= potegi: xZ, x3, ...
= |ogarytmy: In(x;)
= odwrotnosci: —

Xi

Jak oszacowaé parametry w modelach nieliniowych wzgledem zmiennych, np.:
Vi = Bo + Bixi + Box? + &

= zauwaz, ze y; = By + Bux; + [z + &, gdzie z; = x?

= uzyj estymatora MNK

Jak wybrac¢ wiasciwg postac nieliniowa modelu?

= tatwo, jesli modele s3 zagniezdione, np .:
model A: Vi = ag + ayx; + azxiz + ¢
model B: yi = Qg + a1x; + ax? + asx? + g
= testujemy Hy:a3 =0
= Trudniej, je$li modele nie sg zagniezdzone, np .:
model A: Vi = Bo + Bixi + Box? + g
model B: Vi =fPo+ P1lnx; + ¢
= kryteria informacyjne (AIC, BIC)
= skorygowane R?
= Uwagi ogdlne:
1. Nigdy nie poznamy prawidtowej zaleznosci funkcjonalnej

2. Prébujemy wybrac¢ postac, ktéra jest zgodna z teorig ekonomii, zas
model jest dobrze dopasowana do danych

3. Modele mozna poréwnaé na podstawie kryteriow wyboru tylko
wtedy, gdy majg te sama zmienng zalezng i zakres préby
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Modele wielomianowe

Zaleznoéé kwadratowa: Zalezno$¢ kwadratowa

yi = Bo + Pux; + Pox? + &

_0yi _ _
MEy /x; = E By + 2B2x; = f(x;)
Xi

Zalezno$¢ szescienna Zaleinos¢ szescienna:

Vi = Bo + Pixi + Box? + Bax? + &

dy
MEy /x; = ox;

Wielomiany wyzszego rzedu: y; = o + B1X; + Box? + -+ + Bpxlp + g

2L = B+ 2B,x; + 3Bsx? = f(x7)

Przyktad 4.1.
Modele wielomianowe

godzinowa (wage, USD),  przez wyksztatcenie (educ,lata) oraz wiek (age,lata).
Wyniki regresji to:

Model: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-9799
Zmienna zale zna (Y): wage

wspotczynnik bt ad std t-Studenta warto s¢ p

const -35,022 1,658 -21,12 7, 03e-097 ***

educ 2,342 0,052 4462 0, 0000  ***

age 1,038 0,073 14,15 5, 23e-045 ***

sq_age -0,010 0,000 -11,65 3,56e-0 31 **x
Sredn.aryt.zm.zale znej 23,46008 Odch.stand.zm.zale znej 16,07305
Suma kwadratéw reszt 2006839 Bt ad standardowy reszt 14,31377
Wsp. determ. R-kwadrat  0,207172 Skorygowany R-kwadr at  0,206929

Pytania:
1. jakijest wptyw wieku na wynagrodzenie dla osoby w wieku 50 lat?
2. Dlajakiego wieku ptace sg najwyzsze?

3. Jak najlepiej zmierzyé zwigzek miedzy ptacy a wiekiem?

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry modelu objasniajgcego stawke
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Logarytmy

Wtasciwosci funkcji logarytmicznych

= Dodatnie argumenty: InA, A > 0.

= lloczyn: In(AB) =InA+1InB

= |loraz: In(A/B) =InA—InB

= Potega: In(4¥) =k xIn4

= Funkcja wyktadnicza: In(e*) =x xIne =xandel™* = x

Zmiany logarytmoéw

Interpretacja Aln X: procentowa zmiana X.

Dlaczego?

olmx _1 .9 o AX
= — = = — ~ —
X X =% Ay

A zatem dla matych zmian: AlIn X = AYX

Logarytmy

Logarytmy czesto stosuje sie w modelowaniu :  funkcja gestoscidia X
= ptac
= dochodu
" cen

= sprzedazy

= wydatki

tj., zmiennych, ktérych wartosci sa:

= dodatnie

= dodatnio skoéne funkcja gestosci dla In(X)

(z dtugim ogonem po prawej)

Po transformacji logarytmicznej takie zmienne
majg rozktad normalny
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Logarytmy

Model liniowy
Specyfikacja:
Postaé wyjsciowa:
Efekt krancowy:
Elastycznos¢:

Interpretacja f3:

yi=a+px +¢
yi=a+fx;teg
MEy,/x, = B

Ey x; = B Xxi/y;
Ax; =1 - Ay; =B

Specyfikacja:
Posta¢ wyjsciowa:
Efekt krancowy:

Elastycznos¢:

Interpretacja S:

Model Log-liniowy (log-lin)

Iny; =a+ fx; + ¢

a+Bxi+e;

yi=e¢€
MEyi/xi = ﬁ X yi
Eyijx; = B X x;

Ax;=1 - Ay;=Fxy; - %:ﬁxlOO%

Logarytmy

Specyfikacja:
Postaé wyjsciowa:
Efekt kraficowy:

Elastycznosc:

Interpretacja f3:

Model liniowo-logarytmiczny (lin-log)

yi=a+flnx; +¢

brak
MEy,/x, = B/xi
Eyi/xi = B/yl

Alnx; (=) =001=1% - Ay, = /100

i

Model log-log
Specyfikacja:

Posta¢ wyjsciowa:
Efekt kraricowy:

Elastycznos¢:

Interpretacja S:

Iny;=a+flnx; + ¢
y; = e tBINXite; — o y Py o

i
MEy, /x; = B X yi/x;

Eyi/xi =B
Axi _ 1% — Ayi _ B%
X Yi
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Przyktad 4.2.
Logarytmy

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt
godzinowe (wage, USD) przez wyksztatcenie (educ, lata).

oszacowano parametry 3 modeli wyjasniajacych stawki
Wyniki regresji to:

Model A: Zmienna zale zna (Y): wage

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta s¢ p

const —-49,7269 1,84009 -27,02 3,50e-155 ***
|_educ 27,7830 0,695974 39,92 0,00 00 ***
Model B: Zmienna zale zna (Y): |_wage
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢ p
const  1,61483 0,0262872 61,43 0,0000 ***
educ  0,09674 0,00181574 53,28 0,000 0
Model C: Zmienna zale zna (Y):1_wage
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢ p
const  0,00379 0,0625762 0,06071 0,951 6
|_educ 1,13360 0,0236680 47,90 0 ,0000 ***
Pytania:
1. Jaka jest interpretacja oszacowan parametréw dla zmiennych educ / [_educ ?

2. Jakie sg efekty krarnicowe / elastycznosc¢ dla osoby z 10-letnim wyksztatceniem?

Test specyfikacji Ramsey’a (RESET)

RESET = regression specification error test (Ramsey, 1969)

Etapy testu RESET

1. Oszacuj model wyjsciowy: Vi = Bo + P1x; + Pz + &
2. Oblicz wartosci dopasowane: 9i = Bo + Bix; + Baz;
3. Oszacuj model pomocniczy: Vi = Bo + Brxi + Bazi + V1V + V297 + &
4. Zweryfikuj hipoteze zerowa: Ho:y1 =v2,=0
za pomocg testu F-Walda (lub testu LM)
Uwagi:

371'2 i )71-3 sg nieliniowymi funkcjami regresordw x; oraz z;, ktére dodajemy zamiast
przeksztatconych regresoréw aby ograniczy¢ spadek liczby stopni swobody

jesli liczba obserwacji jest wysoka, to mozna przeprowadzi¢ nastepujgcg regresje pomocnicza
zamiast testu RESET:

Vi = Bo + Pixi + Pazi + vixP + Vox} +vazl +vazd +vsxizi + vextz + voxizt + &
Hyvi=VY2=V3=Va=V5=V6=V7=0
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Przyktad 4.3.
RESET test

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry 3 modeli dla stawek godzinowych
(wage, USD).  Wyniki regresji testu RESET sg nastepujace:

Pomocnicze réwnanie regresji dla testu specyfikacji RESET
Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-9799
Zmienna zale zna (Y): wage

wspoétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto $¢ p
const 13,7418 2,62361 5,238 1,66e-07 ***
educ  -0,649960 0,275975 -2,355 0,0185 **
exper -0,0649621  0,0245678 -2,644 0, 0082 ***
yhat*2 0,0486381 0,00563241 8,635 6,77e-018 ***
yhat*3 -0,000536277 9,34970e-05 -5,736 1,00e-08 ***

Statystyka testu: F = 83,270688,
zwarto sci a p=P(F(2,9794) > 83,2707) = 1,38e-036

Pytanie: jaka jest decyzja na podstawie przeprowadzonego testu?

Zmienna binarna / zero-jedynkowa

= Zmienne binarne sg wprowadzane, jesli zaktadamy, ze wartosci statej réznig sie
podzbioru obserwacji S w prébie.

= Przyktady podzbioru S: kobiety, cudzoziemcy, osoby posiadajace dzieci.

= Zmienna binarna / zero-jedynkowa przyjmuje postac:

D.= 1 dlaies
"l0 dlaigS

Dla modelu

(Bo+6) + B,
yl':ﬁo+ﬁlxi+5Di+£i, £0+5

Bo

Bo+pB1x

parametr & mierzy rdznice wartosci
w dwach podprdbach
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Zmienna binarna / zero-jedynkowa

Rozwaimy model dla ptac:
wage; = By + 6 D; + Breduc; + ¢;

D.— 1 dla mezczyzn
' | 0 dlakobiet

= § mierzy rdoznice miedzy srednim wynagrodzeniem mezczyzn i kobiet, tj. opisuje
stopien dyskryminacji na rynku pracy ze wzgledu na pte¢

_ (Bo + 6 + preduc; dla mezczyzn
E(wage;) = {,3 + Bieduc; dla kobiet

=  Mozemy zatem sprawdzi¢, czy istniejg znaczace réznice w $redniej ptacy miedzy
mezczyznami i kobietami, ktérych nie mozna wyjasnié réznicami w poziomie
wyksztatcenia

H0:6=0

Zmienna binarna / zero-jedynkowa

0 dlamezczyzn

1 dla kobiet oraz oszacujmy:

Zdefiniujmy D; = 1 — D; = {

wage; = By + 8'D] + Bieduc; + ¢;
uzyskamy: §’ = 8.
Dlaczego? Wyttumacaz.

= Czy mozemy oszacowac?
i.  wage; =By + 6 D; + 6D} + ajeduc; + ¢
ii. wage; =8D;+ 6D} + ajeduc; + ¢

= Jakich oszacowan oczekujesz?

* Zauwaz, ze D; + D] = 1 (szerzej o wspotliniowosci w Temat 5)
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Przyktad 4.4.
Zmienna binarna / zero-jedynkowa

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry modelu wyjasniajgcego stawki

godzinowe (wage, USD),  przez wyksztatcenie (educ,lata) oraz pte¢ (female/male).
Wyniki regresji sg nastepujace:

Model A: Zmienna zale zna (Y): wage

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto $¢ p
const —-9,99992 0,769702 -12,99 2,81e-038 ***
educ 2,48242 0,0531762 46,68 0,0000 ***
female -4,07411 0,295410 —13,79 7,21e-043 ***
Model B: Zmienna zale zna (Y): wage
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const -14,0740 0,800559 -17,58 3,86e-068 ***
educ 2,48242 0,0531762 46,68 0,0000 ***
male 4,07411 0,295410 13,79 7,21e-043 ***

Pytanie: jaki jest zwigzek miedzy parametrami modeli A i B?

Zmienne interakcyjne

= Skomplikujmy model i wprowadzmy zmienng interakcyjna:

x; dlai€es

x;:x"XDi:{o dlaigs

Nowa postaé modelu:
Vi =PBo+Pixi +6D; +y(x; X Dy) + ¢

= Wartosci dopasowane: Bo + Bix

Bo+ Pix; if i€S
E(yi) = { . ,
i Bo+Bix; ifi &S Bl 4 BB
dzie: /
) I ﬁo 4
Bo = Po + & : przesuniecie statej

B1 = B1 + v : przesuniecie nachylenia

= Zmienne interakcyjne stuzg do modyfikowania parametru nachylenia, gdy zaktadamy, ze
charakter zaleznosci miedzy zmiennymi rézni sie miedzy podprébkami.
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Temat 4. Specyfikacja modelu

Zmienne interakcyjne
Rozwazmy model dla ptac:
wage; = By + f1educ; + 6D; + y( D; X educ;) + ¢;

. 1 dla mezczyzn
dzie D; =
gezie Ui {o dla kobiet

Parametr y to réznica w srednich zwrotach z edukacji miedzy mezczyznami i kobietami:

_ | BPot6+ (B +y)educ; dla mezczyzn
E(wage;) = {ﬁo + Bieduc; dla kobiet
dwage (B +vy dla mezczyzn
deduc | P1 dla kobiet
Przyktad 4.5.

Zmienne interakcyjne

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry modelu wyjasniajagcego stawki
godzinowe (wage, USD) przez wyksztatcenie (educ, lata) oraz ptec¢ (female).
Wyniki regresji sg nastepujace:

Model: Zmienna zale zna (Y): wage

wspoiczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢ p
const -9,50978 0,98150 -9,689 4.2 2e-022 ***
educ 2,44739 0,06871 35,62 2.2 Oe-261 ***
female -5,32158 1,57788 -3,37 30,0007 ***
female_educ 0,08732 0,10849 0,8048 0,4209

Pytanie: jak pte¢ wptywa na zaleznos¢ miedzy ptaca i wyksztatceniem?
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Temat 4. Specyfikacja modelu

*Dodatek: Interakcje zmiennych binarnych

= Zdefiniujmy D1; = {

0 dla mezczyzn D2, = 0 dlakrajana
1 dlakobiet "' |1 dlaimigranta

1 imigrantka

azatem: D1; X D2; = {0 pozostali

= Dla modelu wage; = o + 6:D1; + §,D2; + §,,D1,D2; + Beduc; + ¢;

Bo + f1educ; krajan
_ ) Bo + Breduc; + 6, imigrant
E(wage;) = Bo + Breduc; + &, krajanka

Bo + f1educ; + &, + 8, + &, imigrantka

Krajanie (mezczyzni) sg grupg referencyjna.
= §;- mierzy efekt ptci,
= §,- mierzy efekt miejsca urodzenia,

= §;,- mierzy dodatkowy efekt miejsca urodzenia dla kobiet

Zadania
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Temat 4. Specyfikacja modelu

Zadanie 4.1

Student oszacowat, ze Srednia liczba zadan ekonometrycznych, ktdre moze rozwigza¢ w
ciggu godziny (efektywnosé, z), zalezy od liczby godzin nauki w ciggu dnia (czas, h):

z = 0.04 + 0.32h — 0.02h?

Jaka jest Srednia efektywnos¢ w rozwigzywaniu ¢éwiczen, jesli czas wynosi h = 4?

o QL

Jaki jest kraricowy wptyw godzin na efektywnos¢, ME, j, jeslih = 47?

(@]

Jaka jest elastycznos¢ efektywnosci wzgledem czasu, E, jp, przy h = 4?
d. Przy jakim czasie nauki efektywnos¢ jest najwyzsza?
e. Przeliczpunktya-ddlah = 1i5.

Zadanie 4.2

Popyt na paczki (Y) w zaleznosci od ceny (P) wynosi:
Y=3+6/P

a. Oblicz poziom sprzedazy zaktadajac, ze P = 2.
b. Jaki jest krancowy wptyw ceny na sprzedaz, MEy ;p, dla P = 2.

c. Oblicz hipotetyczny poziom sprzedazy dla P = 3 wykorzystujac informacje z
punktéw a i b.

d. Oblicz teoretyczny poziom sprzedazy z modelu dla P = 3. Poréwnaj wyniki z
punktem c.

e. Oblicz elastycznos¢ sprzedazy wzgledem ceny dla P = 2 oraz P = 3.
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Temat 4. Specyfikacja modelu

FATHER_EDU:
LN_INCOME:
GENDER:
PRIVATE_SCHOOL:
PRIVATE_GENDER:

Zadanie 4.3

Oszacowano model, w ktérym wyniki egzaminu maturalnego z matematyki (SCORE) s3 wyjasnione przez:

wyksztatcenie ojca (1 — wyzsze, 0 - inne)

logarytm dochodu per capita gospodarstwa domowego
pte¢ (1 — mezczyzna, O - kobieta)

rodzaj szkoty (1 — prywatna, 0 -publiczna)

iloczyn GENDER i PRIVATE_SCHOOL

TUTORING: liczba godzin korepetycji przed egzaminem
score | Coef. Std.Err. t P>[f| [95% Conf. Interval]
o mmmmmmmmmmmmmmeee e
father_edu | 130.414 35.037 3.72 0.001 59.65 4 201.173
In_income | 125.156 34.027 3.68 0.001 56. 436 193.877
gender| -112.086 43.445 -2.58 0.014 -199. 826 -24.346
private_school | -40.075 48.370 -0.83 0.412 -137.762 57.611
private_gender |  292.293 83.103 3.52 0.001 124.462  460.125
tutoring | 39.137 .599 65.33 0.000 37. 927 40.347
tutoring_2 | -.015 .001 -8.39 0.000 -.01 8 -.011
_cons| 338.794 208.830 1.62 0.112 -82.9 48  760.536
Gender | Mean
0 | 2437.777
1 | 2440.632

a. Zinterpret

b. Zinterpret

d. Na podsta

wynikiem

Zadanie 4.3 cd.

uj oszacowanie parametru przy FATHER_EDU.

uj oszacowanie parametru przy LN_INCOME.

c. Czyistniejg jakies réznice w wynikach egzaminu miedzy chtopcami i dziewczetami?

wie uzyskanych wynikéw doradz rodzicom, czy powinni wystaé swoje

dziecko do prywatnej szkoty. Czy rekomendacja zalezy od pfci dziecka?

e. Czy rodzice powinni zapewni¢ dziecku mozliwie jak najwiecej godzin korepetycji
przed egzaminem?

f. Sprébuj naszkicowac¢ szacunkowg zaleznos$¢é miedzy liczbg godzin korepetycji a

uzyskanym na egzaminie.
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Zadanie 4.4

W pliku utown.gdt  znajduja sie dane dotyczace cen nieruchomosci (price, 1000$ ), ich
powierzchni (sqft,100sq.feet) oraz lokalizacji w poblizu uniwersytetu (utown = 1)

a. Oszacuj nastepujgce modele i zinterpretuj ich parametry
M1: price; = Bo + f15qft; + &
M2: price; = By + [15qft; + 6 X utown; + ¢
M3: price; = By + B1sqft; + & X utown; +y X (sqft; X utown;) + ¢;

b. Jaka jest interpretacja parametréw modelu z logarytmami?

M4: In(price;) = By + Biln(sqft;) + &
M5: In(price;) = By + B1In(sqft;) + & X utown; + ¢;

c. Czy sensowne jest uwzglednianie zmiennych interakcyjnych w modelu z logarytmami?
Mé6: In(price;) = By + B1In(sqft;) + 6 X utown; +y X (sqft; X utown;) + ¢

d. Sprébuj wtaczy¢ inne zmienne binarne do specyfikacji modelu.

Zadanie 4.5

Agencja nieruchomosci ,Na swoim” wprowadza ustuge doradcza, pozwalajaca ocenic atrakcyjnosc ofert
sprzedazy. Otrzymates zadanie zbudowania modelu wyceny nieruchomosci, ktéry pozwoli ustali¢, czy oferta
jest atrakcyjna, a tym samym pomoc klientom w podjeciu decyzji o zakupie. Baza danych, na podstawie
ktorej ma byé oszacowany model (housing_market.gdt ), zawiera nastepujgce zmienne:

= cena

=  powierzchnia (w metrach kwadratowych)

= pietro (0 oznacza parter, 1 - pierwsze pietro itp.)

= okres budowy (0: przedwojenny; 1: 40s-50s; 2: 60s-80s; 3: 90s; 4: po 2000 r.)

=  budynek potozony w centrum miasta (1 - tak, O - nie)

= w budynku jest winda (1 - tak, 0 - nie)

a. Zbuduj model regresji liniowej dla cen mieszkan. Jakie wnioski ptyng z uzyskanych oszacowan.

b. Kierownictwo nie jest zadowolone z twojej pracy: uwaza sie, ze dopasowanie jest zbyt niskie, aby
zastosowac¢ model w praktyce. Postanawiasz zmieni¢ specyfikacje modelu. Obserwujac rynek
nieruchomosci, zauwazasz:
=  mate mieszkania wydajg sie drozsze za metr kwadratowy niz mieszkania wieksze,
= |udzie nie lubig mieszka¢ na parterze,
=  mieszkania w centrum miasta wydajg sie stosunkowo drogie,
= cenaza metr kwadratowy wydaje zaleze¢ od okresu budowy: najtarisze mieszkania sa na duzych osiedlach

wybudowanych w latach 60. i 80. (,wielka ptyta”), a najdrozsze te z ostatnich lat lub wybudowanych przed
wojng
Zbuduj model, ktérego specyfikacja uwzgledni twoje spostrzezenia.
c. Czytym razem kierownictwo bedzie zadowolone z pracy?
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Zadanie 4.6

Na podstawie pliku wage2.gdt  ustal, w jaki sposéb ptace zaleza od wyksztatcenia, ptci i
narodowosci. Uzyj zmiennych interakcyjnych, specyfikacji nieliniowych oraz logarytmicznych.

Jaka specyfikacja modelu jest wedtug Ciebie najlepsza?

Definicja zmiennych jest nastepujgca:

wage wynagrodzenie miesieczne wynagrodzenie w PLN
education wyksztatcenie w latach

gender 0 dla mezczyzn, 1 dla kobiet

nationality 0 dla Polakéw, 1 dla imigrantow

Zadanie 4.7

Plik cps5.gdt  zawiera dane o stawce godzinowej (wage,USD),
wyksztatceniu (educ,lata) oraz wieku (age,lata).

a. Zbuduj model, w ktérym wage zalezy od dwdch pozostatych dwdch zmiennych.
Poréwnaj specyfikacje liniowa wzgledem specyfikacji wielomianowej 2 stopnia.
Przeprowadz test RESET.

b. Powtdrz czynnosci z punktu a. dla modelu, w ktérym zmienng objasniang jest
In(wage)

c. Czy zaleznos¢ miedzy wyksztatceniem a wynagrodzeniem zalezy od zmiennej
female? Wprowadz zmienne interakcyjne

d. Czy zaleznos$¢ miedzy wyksztatceniem a wynagrodzeniem zalezy od zmiennych
asian, black, white? Wprowadz zmienne interakcyjne

e. Zbuduj model, ktéry twoim zdaniem najlepiej opisuje zréznicowanie stawek
godzinowych.
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Temat 5

Weryfikacja modelu: wspolliniowosé i

normalnos¢ skladnika losowego

MicHAL, GRADZEWICZ I MICHAL RUBASZEK

e Doktadna wspotliniowosé

e Zmienne kategorialne a wspdétiniowosé
e Przyblizona wspdtiniowos¢

e Czynnik Inflacji Wariancji (CIW)

e Modele z logarytmami zmiennych

e Momenty rozkladu

e Test Jarque-Bera
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

0 Postawienie hipotezy badawczej
e WYybér postaci funkcyjnej

e Zebranie danych

o Estymacja

e Weryfikacja

6 Zastosowanie

Wspotliniowos¢
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Etapy weryfikacji modelu

Oceny parametrow i ich znaki
Istotnos¢ parametréw
Dopasowanie modelu do danych

Specyfikacja modelu / posta¢ funkcyjna

Wiasnosci sktadnika losowego

Stabilnos¢ parametréw

Przypomnienie: Zatozenia KMNK

Zatozenia KMNK (przypomnienie z Temat 2)

Al. Prawdziwy model jest nastepujacy: y = XB + €

A2.E(e) =0 oraz EX'e) =0

A3.Var(g) = a?l

A4. X jest nielosowg macierza, ktérej rzagd wynosi rank(X) = (K + 1) < N
A5. e~N(0,02I)

W Temat 5 skupimy sie na A4 i A5.

= A4 jest niezbedne do uzyskania oszacowan MNK, zas jego niespetnienie okreslamy
jako wspotliniowos¢

= Zatozenie A5 o normalnosci rozktadu skfadnika losowego , chociaz niepotrzebne dla
twierdzenia Gaussa-Markowa, jest niezbedne aby testy miaty odpowiednie rozktady
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Wspotliniowos¢ zmiennych objasniajgcych

= Co oznacza zatozenie A4: rank(X) = K + 1?

= Zilustrujmy to na przyktadzie,gdyn =5i K = 2:

_ oo -
O Rk O

1 1 0
Jesli jedna z kolumn X jest liniowg kombinacjg innych kolumn (tutaj 1 = x; + x,)

= wystepuje doktadna wspétliniowos¢

= W konsekwencji:
= macierz X'X jest osobliwa, tj. det(X'X) = 0
= jej odwrotnos¢ nie istnieje

= azatem nie mozna policzy¢ oszacowan:

B=XX"'Xy

Przyktad 5.1. Doktadna wspaétliniowos¢

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry modelu wyjasniajacego stawki
godzinowe (wage, USD),  przez wyksztatcenie (educ,lata) oraz pte¢ (female/male).
Wyniki regresji sg nastepujace:

Model A: Zmienna zale zna (Y): wage

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto $¢ p
const -9,99992 0,769702 -12,99 2,81e-038 ***
educ 2,48242 0,0531762 46,68 0,0000 ***
female  -4,07411 0,295410 -13,79 7,21e-043 ***
Model B: Zmienna zale zna (Y): wage
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const -14,0740 0,800559 -17,58 3,86e-068 ***
educ 2,48242 0,0531762 46,68 0,0000 ***
male 4,07411 0,295410 13,79 7,21e-043 ***

Pytanie: Dlaczego nie mozna oszacowaé parametréw modelu?
wage; = fo + Bieduc; + B,female; + fzmale; + ¢;
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Wspdliniowos¢ a zmienne sezonowe / kategorialne

= Sezonowos$¢ w modelu ekonometrycznym jest czesto uwzgledniana w modelu ekonometrycznym
za pomocg sezonowych zmiennych binarnych. Przyktadowo, dla danych kwartalnych:

» q3t=

(1 da Q1 (1 dla Q2 (1 dia Q3 (1 dla Q4
18710 pozostate ' 12t™ |0 pozostate 0 pozostate ’ 747 |0 pozostate

= Nalezy zauwazy¢, ze wszystkich zmiennych nie mozemy wprowadzi¢ do modelu, poniewaz
1 = g1t + 92t + Q3¢ + Q4 Dlatego musimy wybrac tzw. "kwartat odniesienia", np. jezeli jest to
Q1 to model jest postaci:

Ye= Bo + Bix¢ + V242t + V3qae + VaQar + &
Interpretacja y; - roznica miedzy Srednim poziomem zmiennej zaleznej w @S oraz Q1

= Podobnie postepujemy dla zmiennych kategorialnych, tj. przyjmujgcych S réznych wartosci
(np. wojewddztwo, pochodzenie). Zamieniamy je na S zmiennych binarnych i wybieramy obiekt
odniesienia, ktérego nie uwzgledniamy w modelu by zapobiec wspdtliniowosci.

Przyktad 5.2. Zmienne sezonowe

Wykorzystujac dane do sprzedazy e-commerce oszacowano parametry modelu wyjasniajgcego
dynamike sprzedazy, d_log_sales, przez zmienne kwartalne. Wyniki oszacowan sg
nastepujce:

Model 1: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 2000:1-2018:3 (N = 75)

Zmienna zale zna (Y):d_|_sales

wspoét. bt ad std. t-Stud. warto s¢ p
const 0,279 0,0109 2541 2,26e-037 *** A A

q3 -0,246 0,0153 -16,04 2,65e-025 ***

ql -0,448 0,0153 -29,19 2,77e-041 *** i VV V V V V V
a2 -0,243 0,0153 -15,86 4,91e-025 ***

Pytania:
1. Jakie jest Srednie tempo wzrostu sprzedazy e-commerce w pierwszym kwartale?
2. Jakie jest srednie tempo wzrostu sprzedazy e-commerce w czwartym kwartale?

3. Jakie bytyby parametry modelu bez zmiennej g1 (a ze zmienng g4)?
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Wspotliniowosé zmiennych objasniajacych

= W praktyce modelowania problem doktadnej wspétliniowosci wystepuje rzadko.
Czestszym problemem jest przyblizona wspétliniowos¢, czyli sytuacja, kiedy
korelacja miedzy parg zmiennych jest bliska 1

=  Przykfady przyblizonej wspétliniowosci.

= Szeregi czasowe. Zmienne makroekonomiczne (np. PKB, inwestycje, import,
konsumpcja) charakteryzuje wspdétzmiennos¢, poniewaz ich zmiany w czasie sg
skorelowane ze wzgledu na oddziatywanie cyklu koniunkturalnego

= Dane przekrojowe. Obiekty czesto charakteryzuje tendencja do
proporcjonalnych zmian wartosci zmiennych objasniajgcych. W szczegdlnosci,
obiekty duze charakteryzujg sie czesto wysokimi wartosciami réznych zmiennych
je okreslajacych, a obiekty mate - matymi

Konsekwencje przyblizonej wspotliniowosci

= 7 Tematu 2 wiemy, ze wariancja estymatora MNK wynosi:
23 = Var(B) = o2 (X'X) ™"

= Dla doktadnej wspétliniowosci det(X'X) = 0, a zatem X jest nieskoriczona. Oznacza
to, ze precyzja szacunku zerowa!

= W przypadku przyblizonej wspétliniowosci det(X'X) jest bliskie zera, zas elementy
macierzy Zﬁ sg wzglednie duze, czyli:
= btedy szacunku SﬁAk s wysokie, za$ precyzja oszacowan parametréw [, jest niska
= testy dla pojedynczych parametréw wskazujg na nieistotnos¢ zmiennych

= ale wspodtczynnik determinacji R? moze by¢ wysoki

Wazine. W przypadku wspétliniowosci dopasowanie modelu do danych jest podobne
przy réznych kombinacjach parametréow. Pomysl np. o modelu, w ktérym cena
mieszkania zalezy od powierzchni oraz liczby pokoi.
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Konsekwencje przyblizonej wspotliniowosci

Dlaczego przy nieistotnych zmiennych wspétczynnik determinacji R? moze byé wysoki?
= Mozna pokazaé, ze wspétczynnik determinacji R? = QQ~1Q,,

= gdzie Q to macierz K X K, ktérej element (k, 1) wynosi q;; = cor(xy, x;)

" @ jest wektorem K X 1, ktérego k-ty element wynosi qo, = cor(y, xi)

= jesli Q ma elementy pozadiagonalne zblizone do 1, zwieksza to wartosci Q 1
i automatycznie wartoé¢ wspotczynnika R?

Problemy zwigzane ze wspoétliniowoscig przyblizong:

= (Oszacowania parametréw sg niestabilne w probie.
Innymi stowy, niewielkie zmiany proby (np. obciecie jej o kilka obserwacji) prowadza
do wyraznych zmian oszacowan parametrow

= Problematyczna staje sie tez interpretacja parametréw modelu.
Jesli zmiana x;, pocigga za sobg niemal automatyczne dostosowanie innych zmiennych
objasniajacych, to trudno koncepcyjnie interpretowaé parametr 8, w kategoriach
ceteris paribus, czyli jako samodzielny efekt x;, na y

Przyktad 5.3. llustracja problemu wspotliniowosci

ywzgledem x1 (zregresja liniowa)

T
Y=2,04+4,99X

Rozpatrzmy 500 obserwacji wylosowanych z:
xy; ~ N(0,3%)
Xi = 10X1i + €, €; ~ N(O,OO].Z)

y; =2+45x; +&, & ~N(0,0.52)
oraz oszacowania modeli:

Vi = Bo + Prx1 + &

Vi = Bo + Prx1i + Poxa + &

60 I 1 I I

Program Gretla: .

nulldata 500

series x1 = randgen(N, 0, 3)
series epsl = randgen(N, @, 0.5)
series y = 2 + 5*x1 + epsl

ols y 0 x1

series eps2 = randgen(N, 0, 0.01)
series x2 = 10*x1 + eps2

ols y @ x1 x2

gnuplot y x1 --output=graphl.svg
gnuplot x2 x1 --output=graph2.svg

100

-150

2 wzgledem x1 (zregresia liniowa)

T T

T
Y=0,000391 + 10,0X
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.

Zmienna zalezna (Y): y

., Kryt. bayes. Schwarza

.

o

Zmienna zalezna (Y): y

wspéiczynnik biad standardowy t-Studenta

786,2253

wspéiczynnik biad standardowy t-Studenta

:”‘Model 1: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-500

Kryt. Hannana-Quinna

f” Model 2: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-500

Przyktad 5.3. llustracja problemu wspoétliniowosci

wartosc¢ p

const 2,00919 0,0235079 85,47 1,01e-299 ***
x1 4,99994 0,00808702 618,3 0,0000 *okok
Sredn.aryt.zm.zaleznej 1,909547 Odch.stand.zm.zaleznej 14,55785
Suma kwadratow reszt 137,5962 Btad standardowy reszt ©,525640
Wsp. determ. R-kwadrat 0,998699 Skorygowany R-kwadrat ©,998696
F(1, 498) 382254,2 Wartos¢ p dla testu F 0,000000
Logarytm wiarygodnosci -386,8980 Kryt. inform. Akaike'a 777,7961

781,1037 ¢

: const 2,00917 0,0235310 85,38 3,99e-299 ***

: x1 9,25695 23,7452 0,3898 90,6968

g x2 -0,425712 2,37457 -0,1793 90,8578

E Sredn.aryt.zm.zaleznej 1,909547 Odch.stand.zm.zaleznej 14,55785

: Suma kwadratéw reszt 137,5873 Btad standardowy reszt ©,526152

i Wsp. determ. R-kwadrat ©,998699  Skorygowany R-kwadrat ©,998694
iOF(2, 497) 190755,7 Wartoé¢ p dla testu F  ©,000000

t  Logarytm wiarygodnosci -386,8819 Kryt. inform. Akaike'a 779,7637 :
X Kryt. bayes. Schwarza 792,4076  Kryt. Hannana-Quinna 784,7251 K

Wykrywanie wspodtliniowosci

= Podstawowe wskazanie na problem wspétliniowosci:

zmienne w modelu s3 nieistotne, za$ dopasowanie mierzone wspétczynnikiem R? wysokie

= Formalna diagnoza jest nastepujaca:

= dla kazdego regresora x; obliczamy czynnik inflacji wariancji CIW
(ang. Variance Inflation Factor — VIF)

1
CIVVk Z:I:Ez'

k=12,..,K

pozostate K — 1 zmienne objasniajgce

=  Wartosci CIW,, > 10 s3g oznaka przyblizone wspdtliniowosci

=  Przyktadowo, dla modelu

Ve = Bo + BiX1t + BaxXor + Paxzs + &

. . 1
warto$¢ RZ to R? z modelu: x,; = ag + a1x1; + ayx3; + 1y, zaé CIW, =

1-R2

gdzie R,% jest wspétczynnikiem determinacji R? modelu, w ktérym x;, jest objasniane przez
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Postepowanie w przypadku wspétliniowosci

W zasadzie istniejg trzy metody postepowania w przypadku wystepowania wspétliniowosci:

1. Zmiana specyfikacji modelu:
= Eliminacja zmiennych powodujgcych wystepowanie wspotliniowosci (wysokie wartosci CIW)

= ale usuniecie istotnych zmiennych ze specyfikacji modelu moze prowadzi¢ do problemu
pominietych zmiennych (ang. omitted variable, zob. Tematy 12-14)

=  Transformacja zmiennych (np. zamiast dochodéw miesiecznych - stawka godzinowa)

= Zastosowanie metod redukcji wymiaru, np. metody gtéwnych sktadowych, polegajacej na
zamianie K skorelowanych zmiennych objasniajgcych na M < K niezaleznych czynnikéw.

2. Zmiana metody estymacji

= Przyktadem innej metody estymacji jest regresja grzbietowa (ang. ridge regression)

";Ridge — (er + /H)_IX'y
gdzie A > 0 jest skalarem, a I macierza jednostkowga. Metoda ta uzyskujemy obcigzony, ale
jednoczesnie bardziej efektywny estymator niz estymator MNK.

= |nne przyktady to metoda LASSO czy estymacja Bayesowska.

3. Nic nie robi¢, co jest uzasadnione gdy rozwigzanie stworzy jeszcze gorsze problemy

Normalnosc¢ rozktadu sktadnika
losowego &;
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Etapy weryfikacji modelu

Oceny parametrow i ich znaki
Istotnos¢ parametréw
Dopasowanie modelu do danych

Specyfikacja modelu / postac funkcyjna

Wtasnosci sktadnika losowego

Stabilnos¢ parametréw

17

Normalnosc rozktadu sktadnika losowego

= Normalnos$¢ rozktadu sktadnika losowego nie jest niezbedna do wyprowadzenia wiasnosci
estymatora MNK zawartych w twierdzenie Gaussa-Markowa, ale...

= jest wymagana, aby statystyki testéw miaty odpowiednie rozktady (np. t, x?, F)

= czyli aby$Smy mogli korzystaé ze standardowo liczonych wartosci-p

= |stnieje cata grupa testéw normalnosci zmiennej (zob. http://smarterpoland.pl/index.php/2013/0a/wybrane-testy-normalnoci),
z ktérych oméwimy test Jarque-Bera, oparty o wystandaryzowang kurtoze i skosnos$¢ w prébie:

= Powtdrzenie ze statystyki: momenty centralne w prébie dla zmienne x:

. 1 _ ~
Wariancja: m, = ;Z?:l(xi - %)% = §?
Y 1 _
Skosnosé: ms = ;Z?:l(xi - x)3
Kurtoza: my = % o (x —x)*
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Skosnosc¢ rozktadu

Sko$nos¢ jest miarg asymetrii rozktadu, czyli sytuacji, gdy masa prawdopodobienstwa rozktadu
przesunieta jest na prawo lub lewo od wartosci mediana.

= Rozktad normalny jest symetryczny (czyli sko$nos¢ jest zerowa)

= Skos$nos$¢ moze by¢ ujemna (lewostronna, gdy wiekszos¢é wynikdéw powyzej sredniej) lub
dodatnia (prawostronna, gdy wiekszo$¢ wynikdw jest ponizej sredniej)

,

Y

Y

Negative Skew Positive Skew

Kurtoza rozktadu

Kurtoza dotyczy ogondw rozktadu, czyli prawdopodobienstwa zdarzen mocno odbiegajacych od
przecietnych wartosci danego zjawiska

= Dla rozktadu N(0,1) kurtoza w populacji wynosi 3

= Dla rozktadu leptokurtcznego (wystandaryzowana) kurtoza jest wieksza niz 3
(prawdopodobienstwo zdarzen nietypowych jest wyzsze, niz w przypadku rozktadu
normalnego, rozktady takie rozpatruje sie w ekonometrii rynkéw finansowych)

= Dla rozktadu platykurtycznego (wystandaryzowana) kurtoza jest mniejsza niz 3
(prawd. zdarzen nietypowych jest nizsze, niz w przypadku rozktadu normalnego)

Leptokurtic

Normal

Platykurtic
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llustracja kurtozy

Obserwacje wylosowane z rozktadu normalnego i rozktadu t —Studenta o tej samej wariancji

0 25000 50000 75000 100000

~—— norm_distribution — t_distribution

7

Przyktad 5.4. Rozktady o rdznej kurtozie i skosnosci

03

0.2

o 5 10 15
-8 -4 0 4 8
[ norm_distribution [_] t_aistrbution [ unitary_aistribution I [l o
type mean sd  skewness kurtosis type mean sd  skewness kurtosis
norm_distribution 0 15 0 3 chisq 4.5 3 1.34 5.7
t_distribution 0 1.49 -0.23 15.6 log_chisq 1.27 0.74 -0.71 3.96
unitary_distribution 0 15 0 1.8

W przypadku skosnosci prawostronnej logarytm zmiennej czesto ma bardziej symetryczny rozktad
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Test Jarque-Bery

= Zestaw hipotez testowych
H,: skfadnik losowy € ma rozktad normalny

H;: sktadnik losowy € nie ma rozktadu normalnego

= Wystandaryzowany wspotczynnik skosnosci:

_ ms _ %Z?=1 é3
— 3= 3
G
= Wystandaryzowany wspdtczynnik kurtozy:
_ my %Z%Ll o4
6% %

= Hipoteza zerowa testu Jarque-Berry (JB) opiera sie na tgcznym tescie:

Hy: S=0 AK =3

Test Jarque-Bery

= Statystyka testu JB:

§2 (K —3)?
]B=n<?+%) ~){2(2)

przy prawdziwosci H, ma rozktad y? z dwoma stopniami swobody (poniewaz testujemy
restrykcje na 2 parametry rozktadu)

= Jedli statystyka JB jest wieksza od wartosci krytycznej (lub wartos¢-p jest nizsza niz poziom
istotnosci) to odrzucamy H,

= Qdrzucenie hipotezy zerowej
= Nie mozemy korzystac ze standardowych testéw statystycznych

= W przypadku duzych préb mozemy jednak liczy¢ na wtasnosci asymptotyczne testow
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Przyktad 5.5. Test Jarque-Bera

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry modelu wyjasniajgcego stawki
godzinowe (wage, USD),  przez wyksztatcenie (educ,lata) oraz pte¢ (female). Wyniki

regresji sg nastepujace:

Model: Zmienna zale zna (Y): wage

wspoétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const -9,99992 0,769702 -12,99 2,81e-038 ***
educ 2,48242 0,0531762 46,68 0,0000 ***
female -4,07411 0,295410 -13,79 7,21e-043 ***

Hipoteza zerowa: dystrybuanta empiryczna posiada rozktad normalny.
Test JB: Chi-kwadrat(2) = 9680,694 z warto sci a p 0,00000

Pytanie: Jakie wnioski na temat rozktadu sktadnika losowego?

Zadania
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o Q

a o

o

Zadanie 5.1

Kwartalna sprzedaz lodéw (Y) wynosi:

Y, = 10.0 + 2.0Q,; + 4.0Q3; — 1.5Q4;

gdzie Q;; jest zmienng binarng, ktéra przyjmuje wartos¢ 1 dla kwartatu i.

Oblicz teoretyczny poziom sprzedazy w pierwszym kwartale.
Dokonaj interpretacji parametru znajdujacego sie przy zmiennej Q,;.

Wyjasnij, dlaczego nie mozemy doda¢ zmiennej Q4; do specyfikacji modelu.

Jakie bytyby oszacowania parametréw, gdybysmy zastapili Q4+ przez Q1 w zbiorze regresoréw

A jakie, gdyby to byto Q¢ lub Q5;?

Czy mozna oszacowac model:

Ye = B1Q1¢ + P2Q2¢ + P3Q3¢ + B4Qsr + &

Czy wiesz, jakie bytyby w przyblizeniu oszacowania regresji, w ktérej zmienng objasniang jest

InY anieV, tj.:
InY; = Bo + ¥20Q2¢ + V303t — Valar + &

Plik cps5.gdt

Zadanie 5.2

Skonstruuj histogram zmiennej wage i jej logarytmu. Ktéra wydaje sie blizsza rozktadowi
normalnemu?

lle wynosi (wystandaryzowana) sko$nos¢ i kurtoza obu zmiennych? Przeprowadz test JB.

Oszacuj parametry modeli:

Model A: wage; = By + freduc; + &;
Model B: In(wage;) = S, + Breduc; + ¢;

Skonstruuj histogram reszt obu modeli, oblicz sko$nos¢ i kurtoze oraz przeprowad? test JB.

Czy w obu modelach mozna korzysta¢ z podawanych przez Gretl wartosci krytycznych dla
réznych testéw, np. dla testu t?

Oszacuj model dla logarytmu pfac uwzgledniajac zmienne educ, exper i age.
Jakie jest oszacowanie parametru przy zmiennej age? Czy potrafisz wyjasnic, co sie stato?

101

zawiera dane o stawce godzinowej, wyksztatceniu i innych zmiennych zebranych w
Current Population Survey (CPS) z 2008 roku




Temat 5. Wspdtiniowosé

Zadanie 5.3

Przeprowadz nastepujgcy symulacje w programie Gretl:

Zapisz na kartce parametry (DGP=data generating proces).

N = 50: liczba obserwacji
a, = 10, g1 = 10 DGP dla X1
a, = 10, gy, = 10 DGP dla Xy
az = 10, g3 = 1 DGP dlay
a. Stwdrz pusty zbiér danych z zakresem N obserwacji i wygeneruj zmienne:
X, = a; + &, gdzie £;~N(0,0?)
Xy =14+ ayxq + &, gdzie £,~N(0,02)

y=1+4asx; +x, + &3, gdzie e3~N(0,02).
b. Policz wspétczynnik korelacji miedzy x4 a x,.
c. Oszacuj parametry regresji:
Vi =PBo+ Pix1 + Poxs + €
d. Jak ksztattuja sie wartosci R? oraz istotnosci zmiennych modelu?
e. Co wynika z analizy CIW?
f.  Narysuj histogram reszt. Przeprowad? test JB dla reszt modelu

g. Pozmieniaj wartosci parametréw i powtdrz czynnosci z punktéw a.-f.

Zadanie 5.4

Zbidr danych rice5.gdt zawiera zmienne opisujace produkcje ryzu (prod, tony), w zaleznosci od
powierzchni (area, hektary), ilosci zuzytego nawozu (fert, kg) oraz naktadéw pracy (labor, dni
robocze)

a. Oblicz jak ksztattuja sie korelacje miedzy zmiennymi: area, fert, labor, prod? A jak miedzy ich
logarytmami?

b. Oszacuj model opisujgcy funkcje produkcji dla obserwacji z 1994 roku (ustaw zakres proby):
In prod = By + B1Inarea + B, Inlabor + Sz In fert + &;.
= Jaka to funkcja produkc;ji?
= Ktére zmienne s3 istotne? Przeprowad? test tgcznej istotnosci modelu.
= Dokonaj analizy wspétliniowosci w modelu przy uzyciu czynnikéw inflacji wariancji (CIW)
=  Wyttumacz, dlaczego R? modelu jest wysoki, a zmienne sg nieistotne?
=  Sprawdz hipoteze zerowg wskazujacg na state korzysci skali
d. Oszacujten sam model na prébie dla 1993 roku
= Jak wygladajg wyniki analizy CIW?

= Jak ksztattuje sie istotno$¢ zmiennych i dopasowanie modelu do danych
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Zadanie 5.5

W pliku TaylorRule.gdt zawarte sg dane o poziomie stopy procentowej (IR, w %), inflacji rocznej
(INF, %) oraz indeksu aktywnosci gospodarczej (Y, 100 jezeli normalny poziom aktywnosci) dla
wybranych krajéw OECD.

Wybierz kraj ESW (c € {POL, HUN, CZE}), ktéry bedziesz analizowat

b. Oszacuj parametry modelu, w ktéry poziom stopy jest objasniany przez gtéwne stopy Swiatowe:

Q

IRE = By + B1IREA + BoIRYSA + B3IRI™ + B,IREPR + B5IREHE + ¢,

c. Spdjrz na macierz korelacji miedzy zmiennymi wystepujgcymi w modelu oraz oszacowania
modelu. Dlaczego znaki korelacji cor(y, x;) i oszacowar: B, w wielu przypadkach sg inne?

d. Obliczizinterpretuj wskazniki CIW.
e. Zaproponuj model, ktéry rozwigzuje problem wspétliniowosci.

f.  Powtdrz punkty b.-e. dla zmiennych INF oraz Y.
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Temat 6

Weryfikacja modelu: heteroskedastycznosc

ZUZANNA WOSKO 1 KAROL SZAFRANEK

Definicja heteroskedastycznosci

Konsekwencje heteroskedastycznosci dla estymatora MNK

Testy Breuscha-Pagana, White’a oraz Goldfelda-Quandta

Wazona / uogélniona MNK

Biledy odporne na heteroskedastycznosé
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej
e Wybdr postaci funkcyjnej i zbioru zmiennych objasniajacych

e Zebranie danych

° Estymacja

e Weryfikacja

e Zastosowanie

Etapy weryfikacji modelu

Oceny parametrow i ich znaki
Istotnos¢ parametrow
Dopasowanie modelu do danych

Specyfikacja modelu / postac funkcyjna

Wtasnosci sktadnika losowego

Stabilnos$¢ parametréw
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Definicja heteroskedastycznosci

Homoskedastyczny
sktadnik losowy

g 0
2

Var(e) = 0 o
0 0

o

Definicja heteroskedastycznosci

A3.Var(g) = o1

Macierz kowariancji sktadnika losowego

Heteroskedastyczny
sktadnik losowy

g2 0

2

Var(e) = 0 o
0 O

Heteroskedastycznos¢, okreslane rowniez jako niejednorodnos¢ wariancji
sktadnika losowego, dotyczy nastepujacego zatozenia MNK:
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Heteroskedastycznosc:
konsekwencje dla estymatora MINK

1. Estymator MNK jest nadal nieobcigzony, ale przestaje by¢ najbardziej efektywnym
estymatorem liniowym: istnieje inny estymator liniowy o mniejszej wariancji.

2. Wzdér z Tematu 2 na wariancje estymatora MNK :

2 =var(B)=E|(B-EB))(B-E(®)] = s2xx)?
przestaje by¢ poprawny, czyli btedy szacunku liczone w standardowy sposéb sa
réwniez niepoprawne.

3. Punkt 2 implikuje, ze statystyki testdow istotnosci nie majg rozktadu t-Studenta.
Podobnie statystyki testow istotnosci tacznej nie pochodzg z rozktadu F lub x?2.

Whiosek: wystepowanie heteroskedastycznosci utrudnia weryfikacje modelu.

Heteroskedastycznosc:
konsekwencje dla estymatora MINK

= Dlaczego Wzér z Tematu 2 na wariancje estymatora MNK jest niepoprawny:
3 =var(B)=E|(B-EB))(B-£(®)] = s2(xx)?

= Zauwazmy, ze (por. Temat 2):

Var(e) =X, = diag(c?, 0%, ..,07)
B—E(B)=XX)"X'e
= A zatem:

3 =var(B) =E[(B-E®)(B-E®)] =
= E[(X'X)1X'ee’X(X'X)71)| = X'X) " IX'ZX(X'X)?

Uwaga: jezeli £, = 021, czyli spetnione jest zatozenie A2, to:

X'X)"IX'EXX'X)"! = g2(X'X)"L
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Przykiad 6.1. Heteroskedast&cznoéc’

dochodu (income, 100USD). Dane pochodzg z pliku food.gdt
Ponizsze wykresy ukazuje zaleznosc reszt regresji od dochodu:
= Jedli wariancje dla wszystkich obserwacji sg rézne:

= Jedli wariancje dla wszystkich obserwacji sg identyczne:

Pytanie: a jaka jest wariancja w tym modelu?

Rozwazmy model ekonometryczny, w ktérym wydatki na zywnos$é (food_exp, USD) zalezg od

heteroskedastycznos¢
homoskedatyczny

Reszty regresji dla food_exp

Probability
density
function
f»

fonpe)

E(y) =8 +Byx -150

b 4

°
:'.“; e
i oo
0o ° °
°

Zrédto: Principles of Econometrics, R. Carter Hill, William E. Griffiths and Guay C. Lim, 4th EditSion.

......

Wykrywanie heteroskedastycznosci
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Wykrywanie heteroskedastycznosci
Wykres reszt modelu

2l . . . .' . = Brak widocznego wzorca

T O S Y ksztattowania sie reszt w modelu.

= Brak dowoddw, aby odrzuci¢ hipoteze o
homoskedastycznosci

= Widoczny wzorzec ksztattowania sie reszt
= Moze wystepowac problem heteroskedastycznosci

500 1000 1500 2000 2500

Wykrywanie heteroskedastycznosci
Test Breuscha-Pagana

Test Breuscha-Pagana weryfikuje nastepujgcy zespét hipotez:
Hy:Var(g;) = o?
Hy:Var(g;) = of # const.
=  Przyjmijmy, ze wariancje sg opisywane przez:
of = h(ay + azzip + - + aszig)
gdzie z;; dlas = 1,2, ..., S to wybrane cechy i-tego obiektu, zas h() jest dowolna funkcja.

= Przy prawdziwosci Hy zachodzi: h(ay + @,z + -+ + agzis) = 02 = const.

Etapy testu Breuscha-Pagana (przy zatozeniu liniowej postaci funkcji h()) :

1. Wybdr determinantdw wariancji: zisdlas=12,..,S

2. Estymacja parametréw regresji pomocniczej: éiz =a;+ayzp + -+ aszig +v;
3. Obliczenie R? dla regresji pomocniczej: R?

4. Obliczenie statystyki testu: BP = NR?

5. Podjecie decyzji: Bp % 42 (N)
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Wykrywanie heteroskedastycznosci
Test White'a

Test White'a jest specyficzng wersjg testu BP, w ktérym przyjmuje sie nastepujgce zatozenia:
= k() jest funkcja liniowa

= zmienne z;; z regresji pomocniczej s potegami zmiennych z regresji podstawowe;j

Przykiad testu White'a:
* Model podstawowy: Vi = Bo + P1x1; + Baxa + &
= Model pomocniczy: éiz = qy + a1X1 + AzXxjp + a3xi21 + a4xi22 + asxj 1 xip + v;
= Hipoteza testu White'a: Hy:aq =a; =az3=a4=a5 =0

= Weryfikacja Hy: W = NR? ~ x2(5)

Uwagi:
1. W wersji uproszczonej test White'a wystepuje bez zmiennych interakcyjnych, tutaj zs = x;x,

2. Do weryfikacji Hy mozemy wykorzystaé test Mnoznikdw Lagrange'a (rozktadzie y?) lub
uogdlniony test Walda (o rozktadzie F, zob. Temat 3)

Przyktad 6.2. Test na heteroékedastycznoéé

Na podstawie danych z pliku cps5.gdt  oszacowano parametry modelu wyjasniajacego stawki godzinowe

(wage,USD) przez wyksztatcenie (educ,lata) oraz doswiadczenie (exper, lata). Wyniki s3 nastepujgce:
Zmienna zale zna (Y): wage
wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const -17,5192 0,857335 -20,43 6,38e-091 ***
educ 2,57373 0,0535119 48,10 0,0000 ***
exper 0,193591 0,0114326 16,93 2,03e -063 ***

Nastepnie przeprowadzono test White'a

Zmienna zale zna (Y): uhat"2

wspoétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 197,568 576,294 0,3428 0 , 7317
educ -62,3353 65,0715 -0,9580 O, 3381
exper 1,59934 15,8865 0,1007 0,9 198
sg_educ 4,18903 1,96094 2,136 O ,0327 **
X2_X3  -0,167275 0,844903  -0,1980 0,8431
sq_exper 0,0505901 0,163467 0,3095 0,7570

Wsp. determ. R-kwadrat = 0,002856
Statystyka testu: TR"2 = 27,988749, z warto sci a p = P(Chi-kwadrat(5) > 27,988749) = 0,000037

Pytanie: jaki jest wniosek dotyczacy heteroskedastycznosci?
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Wykrywanie heteroskedastycznosci
Test Goldfelda-Quandta

Test Goldfelda-Quandta sprawdza, czy wariancja sktadnika losowego jest taka sama w dwadch,
roztgcznych czesciach proby, tj. podprébach Ai B.

Aby przeprowadzi¢ test, musimy podzieli¢ prébe na dwie czesci. Mozna do tego wykorzystaé
zmienne binarne (pte¢, lokalizacja, itp.) lub date zmiany strukturalnej (np. wejscie do UE)

Zespdt hipotez testu GQ jest nastepujacy:

HO: O'AZ = O'Bg

Hy:0} # of

Etapy testu Breuscha-Pagana:

1. Podzielenie préby na Ai B i obliczenie reszt dla kazdej podpdby
. g2 g2
2. Obliczenie wariancji reszt: sp = _ZieAfl oy sg = _Zienfi
Nao—(Kp+1) Np—(Kg+1)
3. Obliczenie statystyki testu: GQ = s3/sk

- . H
4. Podjecie decyzji: GQ = F,—(Ka—1)Np-(Kg—1))

Heteroskedastycznosc:
Metody postepowania
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Heteroskedastycznos¢: metody postepowania

W przypadku wykrycia heteroskedastycznosci istniejg 4 opcje postepowania:

=

Zmiana specyfikacji modelu

2. Zmiana metody estymacji

3. Odporne btedy standardowe

4. Pozostawi¢ model bez zmian

Heteroskedastycznosc¢: metody postepowania
Zmiana specyfikacji modelu

Metoda najgtebiej ingerujgcg w model jest powrét do etapu "specyfikacji" modelu oraz:
1. Wykorzystanie logarytmdéw zmiennej objasnianej (wtedy reszty sg odchyleniami %)
2. Wyrazanie zmiennych wzgledem miar wielkosci (np. cena m? zamiast cena mieszkania)

3. Dodanie / usuniecie zmiennych objasniajacych

Przyktad. Rozwazmy funkcje kosztu na kolei (Grilisches 1972):

C=Bo+B1M+32X+S
gdzie C to koszt catkowity, M - dtugosc trakcji kolejowej, za$ X — przychéd.

Metoda 1: logC = By + f1logM + S, logX + ¢

Cc 1 X
Metoda 2: ﬁ=ﬁo+ﬁlﬁ+ﬁzﬁ+s
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Heteroskedastycznos¢: metody postepowania
Zmiana metody estymacji

Wazona MINK

= Rozwazmy model o heteroskedastycznym sktadniku losowym:

Vi = Bo + Pixai + Boxai + &, Var(e) = of
= Zatézmy, ze znamy wartosci ol-z.
Czy mozemy wykorzystaé tg informacje przy estymacji parametrow modelu?
Odpowiedz brzmi: TAK. Wystarczy podzieli¢ obustronnie przez o;:

Vi 1 Xqi Xoi
_L:ﬁog_i+31a_1;+ﬁz -

o

+ Var (i) =1
oi oi

o

= Przy estymacji modelu po transformacji minimalizujemy sume kwadratéw przeskalowanych reszt:

1 ,)\? R
SSE =3I, (>8) =T, (wié)?
13
gdzie wagi w; = 1/0;.
= Taka metoda jest okreslana jako wazona MNK.

UWAGA: W praktyce nie znamy wartosci O'iz. Jak temu zaradzi¢?

Heteroskedastycznosc¢: metody postepowania
Zmiana metody estymac;ji

Jak ustali¢ wagi wazonej MNK, gdy nie znamy wartosci aiz?

Metoda 1: Przyja¢, ze g; jest proporcjonalne wzgledem wybranej miary wielkosci
(przyktadowo, w modelu cen mieszkan jest to powierzchnia: al-z X g X size;)

Metoda 2: Oszacowac wartosci g; przy pomocy nastepujacego modelu ekonometrycznego.

Etapy metody 2, czyli tzw. uogdlnionej MNK (ang. generalized LS, GLS):

1. Oszacuj parametry regres;ji:
In éiz = Qg + Q1Z1; + ApZy; + -+ asZg; T V;

2. Policz oszacowania wariancji ze wzoru:
6% = exp(@g + @12q; + Qpzy; + -+ + AsZg;)

3. Zastosuj wazong MNK, gdzie wagi wynosza w; = 1/6;

UWAGI:
= przejscie miedzy etapami 1i 2 wykorzystuje zaleznos¢: E(elz) = al-z

= |ogarytm w etapie 1 jest wprowadzony, aby spetniony byt warunek: a“l-z >0
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Heteroskedastycznos¢: metody postepowania
Odporne btedy standardowe

= Wspomnielismy, ze w przypadku heteroskedastycznosci estymator MNK pozostaje nieobcigzony.
Problemem jest niepoprawny wzor na btedy szacunku.

= Trzecig metodg postepowania jest pozostawienie oszacowann MNK oraz policzenie "poprawnych"
bteddw szacunku. Wystarczy wykorzysta¢ wzér (por. poczatek tego Tematu):

23 = Var(B) = X'X) X' EXX'X) 7! [# 0% (X'X) 7]

= Pytanie: jak policzy¢ X, = diag(cZ, 02, ...02)?

= Odpowiedz zaproponowat Halbert White. Zastgpit on O'l-z kwadratami reszt MNK élz

Estymator wariancji White’a jest dany przez EWVhite = diag(é2, 2, ..., £2).

= Btedy szacunku liczone przy wykorzystaniu macierzy:

2z = (X'X)TIXEPhitex (x'X)

okreslamy jako btedy szacunku odporne na heteroskedastycznos¢
(HC, heteroskedasticity consistent)

Przyktad 6.3. Heteroskedastycznos¢
metody postepowania

Na podstawie danych o nieruchomosciach sprzedawanych w Stockton (plik stockton5.gdt ), ceny
domow (SPRICE, USD) objasniono przez ich powierzchnie (LIVAREA, 100 sq. feet).

Oszacowania MNK:

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const -30637,5 2263,44 -1354 2,1 5e-040 ***
livarea 9466,74 132,089 71,67 0,0 000 ***
Statystyka testu White'a: TR"2 = 291,829570, z wart 0sci a p = P(Chi-kwadrat(2) > 291,829570) = 0,000000

Oszacowania wazonej MNK, gdzie wagi sg odwrotnie proporcjonalne do LIVAREA

wspoétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const -8892,47 1827,51 -4,866 1,21 e-06 ***
livarea 8048,75 132,925 60,55 0,0 000 ***

Oszacowania MNK z odpornymi btedami

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const -30637,5 4621,64 -6,629 4,0 9e-011 ***
livarea 9466,74 315,471 30,01 3.2 8e-170 ***
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Zadania

Zadanie 6.1

Odpowiedz na nastepujace pytania:

Q

Czy heteroskedastycznos¢ prowadzi do obcigzenia estymatora MNK?

b. Czy heteroskedastycznos¢ prowadzi do niepoprawnych btedéw szacunku?

c. Czy w przypadku heteroskedastycznosci wyniki testow istotnosci s3 miarodajne?

d. Rozwazmy nastepujgcy model dla gospodarstw domowych
(C — wydatki na ksigzki, Y — dochdd, W = 1 — wyksztatcenie wyzsze):

Ci = Po+ BrYi + B Wi + ¢
= Dlaczego mozemy spodziewac sie heteroskedastycznosci?
= Jaki test na heteroskedastycznos¢ bys$ zaproponowat?

= Co mozemy zrobi¢, aby uwzgleni¢ wystepowanie heteroskedastycznosci?
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Zadanie 6.2

Przeprowadz nastepujgca symulacje w programie Gretl / R.

Ustal parametry opisujgce DGP (=data generating proces) oraz préby:
N =1000: liczba obserwacji
Yy =10 parametr dyspersji

a. Stworz pusty zbidr danych z zakresem N obserwacji i wygeneruj zmienne:

zmienna skali: o~U(1,y)

sktadnik losowy: & = ou, gdzieu~N(0,1)
zmienna objasniajgca: x = ov, gdzie v~N (0, 1)
zmienna objasniana: y=5+3x+g¢,

b. Dla modelu:
Yi=PBo+Pixi + &
= Oszacuj parametry MNK i przeprowadz test White'a

= Stworz wykres reszt £ wzgledem |x|. Oszacuj model z odpornymi btedami szacunku.
Poréwnaj z oszacowaniami MNK.

= Zastosuj wazong MNK, gdzie wagi sg dane przez w = 1/0. Poréwnaj z oszacowaniami MNK.

d. Zamied y nay = 1ipowtdrz czynnosci z punktéw a.-b.

Zadanie 6.3

W pliku TaylorRule.gdt zawarte sg dane o poziomie stopy procentowej (IR, w %),
inflacji rocznej (INF, %) oraz indeksu aktywnosci gospodarczej (Y, 100 jezeli normalny
poziom aktywnosci) dla wybranych krajow OECD.

a. Woybierz kraj, ktéry bedziesz analizowat i oszacuj parametry nastepujacego modelu:
IRt - ﬁo + lB]_INFt + ﬁZYt + Et

b. Narysuj wykres reszt modelu w czasie
c. Przeprowad:? test White'a
d. Oblicz btedy odporne (w Gretlu wybierz HC1) i poréwnaj z btedami z punktu a.

e. Czy potrafisz wyjasnié, jakie sg zrédta heteroskedastycznosci w tym modelu?
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Zadanie 6.4

W pliku Dane stockton5.gdt zawarte sg dane dotyczace sprzedazy nieruchomosci.,
m.in. SPRICE (S) — cena domu, LIVAREA (100 sq. feet) - powierzchnia, POOL = 1,
jezeli jest basen. Oszacuj model:

sprice; = o + fqlivarea; + fypool; + ¢;

Narysuj wykres reszt & wzgledem powierzchni livarea;

o Q@

Przeprowad? test White'a

@]

Zastosuj odporne btedy szacunku (jak sie zmienity wyniki?)

o

Zastosuj wazong MNK, gdzie wagi to w; = 1/livarea;

e. Oszacuj model dla zmiennej In sprice.
Czy ta zmiana specyfikacji rozwigzata problem heteroskedastycznosci.

f. [trudniejsze] Przeprowadz test Goldfelda-Quandta przy podziale préby ustalonym
przez zmienng pool. Wskazéwki dla GRETL:
dane - sortowanie danych wzgledem pool
préba - zakres proby (préba Ai B)
zmienna - statystyki opisowe (67 i 62)
narzedzia —> wyznaczanie wartosci p

Zadanie 6.5

Plik cps5_small.gdt zawiera dane o stawce godzinowej, wyksztatceniu i innych
zmiennych zebranych w Current Population Survey (CPS) z 2008 roku.

a. Oszacuj model, w ktérym stawka godzinowa (WAGE) zalezg od wyksztatcenia
(EDUC) oraz doswiadczenia (EXPER).

b. Narysuj wykres wartosci bezwzglednych reszt |€;| wzgledem pfac
Przeprowad? test White'a
d. Zastosuj odporne btedy szacunku. Czy sg inne niz te z punktu a.?

e. Oszacuj model dla zmiennej In WAGE i powt6rz kroki a.-d.
Czy ta zmiana specyfikacji rozwigzata problem heteroskedastycznosci.

f. Poszukaj zmiany specyfikacji, ktéra usuwa (lub tagodzi) problem
heteroskedastycznosci

g. Dla modelu z punktu a. zastosuj uogélniong MNK
(zbuduj model ekonometryczny dla wariancji sktadnika losowego)
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Zadanie 6.6

Model A:
Model B:

Rozwazimy model ekonometryczny, w ktérym wydatki na zywnos¢ (food_exp, USD) zalezg od
dochodu (income, 100USD). Dane znajdujg sie w pliku food.gdt

a. Oszacuj parametry dwéch modeli:

food_exp; =By + Biincome; + ¢;
In (food_exp;) = Py + By In(income;) + ¢;

b. Przeprowadz? test White'a na heteroskedastycznos¢.

c. Czy wyniki testu White'a s3 dowodem homoskedastycznosci?
Zaproponuj inng wersje testu Breuscha-Pagana dla modelu B.

d. Zaproponuj wagi do wazonej metody MNK w modelu A.
Oszacuj model A uogdlniong MNK i poréwnaj wyniki z punktem a.
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Temat 7

Weryfikacja modelu: autokorelacja

ZUZANNA WOSKO 1 KAROL SZAFRANEK

Definicja autokorelacji

Konsekwencje autokorelacji dla estymatora MNK

Testy Durbina-Watsona i Breuscha-Pagana

Uogdlniona MNK

Biedy odporne na autokorelacje
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej
e Wybdr postaci funkcyjnej i zbioru zmiennych objasniajacych

e Zebranie danych

° Estymacja

e Weryfikacja

e Zastosowanie

Etapy weryfikacji modelu

Oceny parametrow i ich znaki
Istotnos¢ parametrow
Dopasowanie modelu do danych

Specyfikacja modelu / postac funkcyjna

Wtasnosci sktadnika losowego

Stabilnos$¢ parametréw
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Definicja autokorelaciji

Definicja autokorelacji

Autokorelacja sktadnika losowego dotyczy nastepujacego zatozenia MNK:
A3.Var(g) = ol
Wystepowanie autokorelacji oznacza, ze zachodzi:

cov(e,e5) = 02pes 70 dla t#s

Macierz kowariancji sktadnika losowego

brak autokorelacji autokorelacja
1 0 .. 0 1 piz - piv
Var(e) = o2 0 1 .. 0 Var(e) = o2 P21 1 . pay
0 0 .. 1 pN1 Pnz - 1
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Autokorelacja:
konsekwencje dla estymatora MINK

1. Estymator MNK jest nadal nieobcigzony, ale przestaje by¢ najbardziej efektywnym
estymatorem liniowym: istnieje inny estymator liniowy o mniejszej wariancji.

2. Wozér z Tematu 2 na wariancje estymatora MNK :

2 =var(B)=E|(B-EB))(B-E(®)] = s2xx)?
przestaje by¢ poprawny, czyli btedy szacunku liczone w standardowy sposéb sa
réwniez niepoprawne.

3. Punkt 2 implikuje, ze statystyki testdow istotnosci nie majg rozktadu t-Studenta.
Podobnie statystyki testow istotnosci tacznej nie pochodzg z rozktadu F lub x?2.

Whiosek: wystepowanie autokorelacji (podobnie jak w przypadku
heteroskedastycznosci) utrudnia weryfikacje modelu.

Autokorelacja:
konsekwencje dla estymatora MINK

= Dlaczego Wzér z Tematu 2 na wariancje estymatora MNK jest niepoprawny:

3 =var(B)=E|(B-EB))(B-£(®)] = s2(xx)?

= Zauwazmy, ze (por. Temat 2):

Var(e) =X # o’l
B—EB) =xXX)X'e

= A zatem:

2 = Var(B) = £ (B - 5(8)) (B - (®)) ] =
= E[(X'X)1X'ee’X(X'X) )| = X'X) " IX'ZX(X'X)?

Zauwai: jezeli £, = o2l czyli spetnione jest zatozenie A2, to:

X'X)"IX'EXX'X)"! = g2(X'X)L
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Przyktad 7.1. Autokorelacja

Jezeli reszty modelu ekonometrycznego uktadajg sie w sposdb nielosowy, to jest to
oznaka autokorelacji

Przez nielosowy uktad reszt rozumiemy:
= Dfugie serie reszt o tym samym znaku
= Zmiana znak w systematyczny sposdb (np. zalezny od pory roku)
= |nny, staty wzorzec ksztattowania sie reszt

2000 -I , “

2000 -i

7000 | |

Zrédta autokorelacji

= Charakterystyka zmiennej objasnianej (wysoka inersja)

= Niewtfasciwa postac funkcyjna modelu

= Niewfasciwa dynamiczna struktura modelu:
a. brak opdznionej zmiennej objasnianej w roli regresora
b. regresory powinny by¢ opdznione
c. brak zmiennej czasowej

= Pominiecie waznej zmiennej objasniajacej

= Transformacje szeregdw czasowych — interpolacje, wygtadzania, agregacje

Uwaga: Autokorelacja to problem charakterystyczny dla modeli szeregow
czasowych i nie wystepuje w modelach opartych o dane przekrojowe. Dlaczego?
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Wykrywanie autokorelacji

Wykrywanie autokorelacji
Wykres reszt modelu

= Brak widocznego wzorca
ksztattowania sie reszt w modelu.
= Brak dowoddw, by odrzucié hipoteze o braku

o i L autokorelacji
_3 - T b
0 2 4 6 8 10
.l ‘\ ' A = Widaé powigzania reszt z rdznych okreséw
s “. ﬂ‘ | “. = Moze wystepowac problem z autokorelacjg
[ \‘ l ,‘}\ v“\ |‘ \ | | ‘
7000-\. ’ vJ [ ! [ " | ’\ y\” "‘.\‘ ( ’
\ I A I A \ \
!ﬂ W W\ I\ Vr \ / ‘l’ v'\\ \/J A" ‘l‘\h [W ‘1“.l IW
?U]‘ 2 ]U'\’A AoJ‘U ff \J‘s; \ \J 100
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Powtodrka ze statystyki
Autokorelacja w prébie i populacji

_ Cov(x,y) , o . -
p(x,y) = \/ ) o) wspotczynniki korelacji w populacji
Var(x)Var(y

oy = Cov(Ye, Ye-1) wspotczynnik autokorelacji rzedu 1
b VarGovar(ier) w populacji

5 = YtV = N We-1 — ) Wspotczynnik autokorelacji rzedu 1
' Yt (e — 9)? W probie

D Y P (e ) [ ) Wspétczynnik autokorelacji rzedu k

Pre = (e —¥)2 w probie dla szeregu y

Wykrywanie autokorelacji
Korelogram

ACF — funkcja autokorelacji
(autocorrelation function)

ACF dla zmiennej u
0.4 T T T
0.3 |
0.2 .
0.1 £ =
0 I l | . l " I i l l a l I 11 I 1 "R | I l 5 1 B
-0.1 .
-0.2 -
-0.3 -

-0.4 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

opoéznienia

T
+- 1.96/T~0.5

Niebieska 95% przedziat ufnosci (zob. test Bartletta):

P(-1.96\/1/T < py < 1.96,/1/T) = 95%
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Wykrywanie autokorelacji
test Durbina-Watsona

Test Durbina-Watsona weryfikuje nastepujacy zespét hipotez:

H,: p;1 = 0 (brak autokorelacji)
H,: p; > 0 (dodatnia autokorelacja)

Statystyka testowa:
Yi=2(&r — &-1)? —
d= T a2 =~ 2(1 - pl)
t=1%t

Wartosci krytyczne z tablic obejmujg dwie wartosci: d;, (lower) and dy; (upper).

Whioskowanie na podstawie testu Durbina Watsona:

0<d<d;: odrzucamy H, na rzecz H;, czyli autokorelacja dodatnia
d;, <d<dy: przedziat niekonkluzywnosci

dy <d <4 brak podstaw o odrzucenia Hy, czyli brak autokorelacji

Wazne:
Jezeli Hy: p; > 0 to wnioskujemy dlad’ =4 —d

Wykrywanie autokorelacji
test Durbina-Watsona - ograniczenia

Test Durbina-Watsona nie moze by¢ stosowany gdy:

= rozktad reszt nie jest normalny,

wsrdd regresordw jest opdzniona zmienna objasniana,
nie ma wyrazu wolnego w specyfikacji modelu,
chcemy sprawdzi¢ wyzsze rzedy autokorelacji.

Obszar

niekonklu

Zywnosci

— Rozktad symetryczny
J/l
0 d dy 2 4

— e

Odrzucenie HO Brak podstaw do

odrzucenia HO
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Wykrywanie autokorelacji
test Durbina-Watsona — wykorzystanie tablic

Fragment tablicy rozktadu statystyki testu Durbina Watsona:

k — liczba oszacowanych wspoétczynnikéw (bez wyrazu wolnego)

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
a=5% N
d, d, d, Gl d, d, d, dy, d, d,
6 0.61018 1.40015
7 0.69955 1.35635 0.46723 1.89636
8 0.76290 1.33238 0.55907 1.77711 0.36744 2.28664
9 0.82428 1.31988 0.62910 1.69926 0.45476 2.12816 0.29571 2.58810

10 0.87913 1.31971 0.69715 1.64134 0.52534 2.01632 0.37602 2.41365 0.24269 2.82165
11 0.92733 1.32409 0.75798 1.60439 0.59477 1.92802 0.44406 2.28327 0.31549 2.64456
12 0.97076 1.33137 0.81221 1.57935 0.65765 1.86397 0.51198 2.17662 0.37956 2.50609
13 1.00973 1.34040 0.86124 1.56212 0.71465 1.81593 0.57446 2.09428 0.44448 2.38967
14 1.04495 1.35027 0.90544 1.55066 0.76666 1.77882 0.63206 2.02955 0.50516 2.29593
15 1.07697 1.36054 0.94554 1.54318 0.81396 1.75014 0.68519 1.97735 0.56197 2.21981
16 1.10617 1.37092 0.98204 1.53860 0.85718 1.72773 0.73400 1.93506 0.61495 2.15672

Wykrywanie autokorelacji
test mnoznikéw Lagrange’a

Test mnoznikow Lagrange’a weryfikuje hipoteze o wystepowaniu autokorelacji sktadnika losowego
rzedu P.

Dla modelu & = p1&;_1 + -+ pp&r_p + V¢ hipoteza zerowa jest nastepujaca:
Ho:py=py=-=pp=0

Etapy przeprowadzania testu mnoznikéw Lagrange’a:

1. Estymacja modelu i obliczenie reszt: Ve = XiB+ &

2. Estymacja parametréw regresji pomocniczej: & = XiY + p1&—q + -+ ppéi_p + V;

3. Weryfikacja hipoteza testu LM: Hy:p1=py=-=pp=0

4. Obliczenie statystyki: LM =nR? ~ x%(p)

5. Podjecie decyzji: v % x2 (P) dla duzej liczby obserwacji

LM " F(P,T — (K + 1)) dla mate] préby

129



Temat 7. Autokorelacja

Przyktad 7.2. Testy na autokbrelacje

Na podstawie danych z pliku PhillipsCurve.gdt oszacowano parametry modelu
wyjasniajacego inflacje HICP w Polsce (INF_PL, % r/r) przez stope bezrobocia (U_PL,% sa).

Zmienna zale zna (Y): Inf_PL

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sép

const 1,65904  0,626213 2,649 0,0086 ***
U_PL  0,168870  0,0460158 3,670  0,0003 ***

Wyniki testu Durbina Watsona:

Stat. Durbina-Watsona = 0,0135422

warto $¢ p =1,05471e-015

Wyniki testu mnoznikéw Lagrange’a:
Statystyka testu: LMF = 342,454698,
zwarto sci a p = P(F(12,250) > 342,455) = 1,39e-147

Statystyka testu: TR"2 = 248,860498,
zwarto sci a p = P(Chi-kwadrat(12) > 248,86) = 2,36e-046

Pytanie: jaki jest wniosek dotyczacy autokorelacji?

Autokorelacja:
Metody postepowania
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Autokorelacja: metody postepowania

W przypadku wykrycia autokorelacji istniejg 4 opcje postepowania:

Odporne btedy szacunku

Zmiana metody estymacji

Zmiana specyfikacji modelu

Pozostawi¢ model bez zmian

Autokorelacja: metody postepowania
Odporne btedy szacunku

Wspomnielismy, ze w przypadku wystepowania autokorelacji reszt estymator MNK pozostaje
nieobcigzony. Problemem jest niepoprawny wzér na btedy szacunku.

Pierwszg metodg postepowania jest pozostawienie oszacowan MNK oraz policzenie
"poprawnych" btedéw szacunku. Wystarczy wykorzysta¢ wzér (por. poczatek tego Tematu):

23 = Var(B) = X'X) X' EXX'X) 7! [# 02 (X'X)7"]
Pytanie: jak obliczy¢ powyisze wyrazenie?

Odpowiedz zaproponowali Newey i West (1987), ktérzy wykorzystali metody ekonometrii
nieparametryczne;j:
T

L T
__ 1
7 NW _ A2 ! 2 A ! ’
XXXV = T Z Ef XXy + Z Z WiEcépj [xtxt_]- + xt_]-xt]
t=1 j=1t=j+1

gdzie L to maksymalne opdznienie, za$ wagi wynoszg wj = 1 — % (mozliwe sg inne warianty)

Btedy szacunku liczone przy wykorzystaniu macierzy:

f}g = X'X)"XT X" (X'X)!

okreslamy jako btedy szacunku odporne na heteroskedastycznos¢ i autokorelacje
(HAC, heteroskedasticity and autocorrelation consistent)
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Autokorelacja: metody postepowania
Zmiana metody estymacji - uogdlniona MNK (UMNK)

= Zmiana estymatora pozwala na uzyskanie bardziej efektywnego estymatora niz estymator MNK.
= Przyjmijmy, ze w modeluy = X + &, nie jest spetnione zatozenie A2, tj.:
Var(e) = X # o1
= W takim przypadku, mozemy wykorzysta¢ estymator UMNK, ktérego logika jest nastepujaca:
= Dokonajmy dekompozycji £ =1 = V'V

= Zdefiniujmy zmienne & = Vg, ¥ = Vy oraz X = VX . Zauwazmy, ze:

Var(g) = Var(Ve) = VVar(e)V' = VEV' = V(V'V)" IV = vw vy’ = |
= Azatem model § = X + & spetnia A2!

= Estymator UMNK uzyskany na przeksztatconych danych jest postaci:
BUMNK = (X!X)_lily
lub po przeksztatceniach:

’BUMNK — (Xlz—lx)—lxlz—ly

UWAGA: Aby zastosowaé¢ UMNK, nalezy oszacowa¢ macierz X. Jak to zrobi¢?

Autokorelacja: metody postepowania
Zmiana metody estymacji - metoda Cochrane’a-Orcutta

Metoda Cochrane-Orcutta jest przyktadem UMNK dla nastepujgcego modelu:

Ve =XB+ &
& = PEt-1 t V¢

Etapy metody

1. Oblicz wartos$¢ parametru p jako wspdtczynnik autokorelacji w prébie dla reszt
2. Oblicz przetransformowane zmienne: ¥, = y; — py;_1 oraz X; = X; — pX;_q
3. Oszacuj MNK parametry modelu: Ve =XB+ &

4. Umies¢ oszacowane parametry w specyfikacji przed transformacjq i policz reszty

5. Powtarzaj etapy 1-4 az do uzyskania zbieznosci
(wartosci parametru p z kolejnych iteracji beda prawie takie same)
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Przyktad 7.2. Autokorelacja
metody postepowania

Na podstawie danych z pliku PhillipsCurve.gdt oszacowano parametry modelu
wyjasniajgcego inflacje HICP w Polsce (INF_PL, % r/r) przez stope bezrobocia (U_PL,% sa).

Oszacowania MNK:

wspo6tczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const 1,65904 0,626213 2,649 00 086 ***
U_PL 0,168870  0,0460158 3,670 0,0003 ***

Oszacowania MNK z odpornymi btedami

wspo6tczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const 1,65904 0,905275 1,833 0,0 680 *
U_PL 0,168870  0,0735685 2,295 0,0225 **

Oszacowania UMNK (procedura Cochrane-Orcutt)

wspo6tczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 1,90589 1,44779 1,316 01 892
U_PL  -0,0417189 0,0951710 -0,4384 0,6615

Autokorelacja: metody postepowania
Zmiana specyfikacji modelu

Metoda najgtebiej ingerujgcg w model jest powrdt do etapu "specyfikacji" modelu.
W szczegdlnosci, autokorelacje czasami mozna wyeliminowaé poprzez rozszerzenie

dynamicznej specyfikacji modelu.

W tym celu mozemy:

= wprowadzi¢ opdzniong zmienng objasniang do zbioru regresordw,
= zmieni¢ rzad opdzZnienia zmiennej objasnianej,

=  wprowadzi¢ opdznienia regresordéw,

= dodac zmienng czasowq / zmienne sezonowe
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Zadania

a.

Zadanie 7.1

Odpowiedz na nastepujace pytania:

Czy autokorelacja reszt prowadzi do obcigzenia estymatora MNK?

Czy autokorelacja reszt prowadzi do niepoprawnych btedéw szacunku?

Czy w przypadku wystepowania autokorelacji wyniki testéw istotnosci sg
miarodajne?

Rozwazmy nastepujgcy model dla gospodarstw domowych
(s —inflacja CPI r/r, ¥ — luka popytowa, oil; — ceny ropy naftowej r/r):

Ty = Po + P1Vr + Broile + &
= Dlaczego mozemy spodziewac sie autokorelacji?

= Jaki test na autokorelacje bys zaproponowat?

= Co mozemy zrobi¢, aby uwzgledni¢ wystepowanie autokorelacji?
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a.

Zadanie 7.2

Wykorzystujac plik z danymi PhillipsCurve.gdt, dla wybranego kraju:

Oszacuj MNK model objasniajacy inflacje w zaleznosci od stopy bezrobocia.

Sprawdz autokorelacje rzedu pierwszego i wyzszych rzeddw, wykorzystujac
korelogram i odpowiednie testy.

Czy btedy szacunku Neweya-Westa (HAC) sg inne niz btedy liczone w tradycyjny
sposdb?

Oszacuj parametry metodg Cochrane’a-Orcutta.

Sprébuj zmienic specyfikacje modelu, ktéra pozwala zmniejszy¢ problem
autokorelacji.

a.

=3

- o o

Zadanie 7.3

W pliku TaylorRule.gdt zawarte sg dane o poziomie stopy procentowej (IR, w %),
inflacji rocznej (INF, %) oraz indeksu aktywnosci gospodarczej (Y, 100 jezeli normalny
poziom aktywnosci) dla wybranych krajow OECD.

Wybierz kraj, ktory bedziesz analizowat i oszacuj parametry nastepujgcego modelu:

IRt - 30 +’811NFt +ﬁ2Yt + Et

Narysuj wykres reszt modelu w czasie

Przeprowad? test Durbina-Watsona

Przeprowadz test mnoznikéw Lagrange’a

Oblicz btedy odporne (w Gretlu wybierz HAC) i poréwnaj z btedami z punktu a.

Czy potrafisz wyjasnié, jakie mogg byé zrodta autokorelacji w tym modelu?
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Zadanie 7.4

Wykorzystujac zbiér capm5.gdt , wybierz akcje i oszacuj MNK jednoczynnikowy model
Sharpe’a.

Sprawdz autokorelacje poprzez:

1. Analize wykreséw reszt

2. Stworzenie korelogramow

3. Przeprowadzenie testow DW i LM

4. Sprawdz, czy d = 2(1 — p;) jest prawdziwe.
Podpowiedi:

Model Sharpe’a:

Stopy zwrotu z akcji A = alpha + beta * stopy zwrotu z indeksu rynkowego + zmienna losowa

Zadanie 7.5

W wyniku estymacji KMNK parametrow modelu ekonometrycznego otrzymano
nastepujgce rezultaty:

Y, =110+ 13x,, + 05x,,
Wektor reszt empirycznych jest nastepujacy:
[(443-1610-256 10 -1 2 -11 -5 -3 4]

= Czy mamy do czynienia z autokorelacjg | rzedu sktadnika losowego?
= Przeprowad? test DW.
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Zadanie 7.6

Na podstawie danych kwartalnych 1993:1 — 2012:2 oszacowano parametry nastepujacego modelu
ekonometrycznego MNK (w nawiasach podano wartosci statystyki t):

InW, = 538+ 094In P, + 052In XN, - 001InU_,
(13,97) (6,78) (3,41) (-2,22)

R?=0,97 DW=1,87 JB=7,83 MAPE=1,04
gdzie:

W- przecietna miesieczna ptaca nominalna brutto w przemysle w zt,

U — stopa bezrobocia (stan w koricu okresu, %),

P —indeks cen towardw i ustug konsumpcyjnych,

XN — wielko$¢ produkcji sprzedanej przemystu (w min zt na zatrudnionego)

a. Zweryfikuj model pod wzgledem istotnosci parametréow
b. Przeprowadz weryfikacje merytoryczng oszacowan parametréow

c. Jakie sa wnioski na temat autokorelacji z testu DW?
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Temat 8

Specyfikacja modelu.

Modele dynamiczne

JAKUB MUCK

Operator opdznienia

Model z rozktadem opd6znien (DL)

Model autoregresyjny (AR)

Model autoregresyjny z rozkladem opéznieri (AR)

Mnoznik krétkookresowy i dlugookresowy

Funkcja reakcji na impuls
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Wprowadzenie

Dynamiczna natura proceséw ekonomicznych:

yr = [ (@, 01, Te-2,...). (1)

Wysoka persystencja/inercja zmiennych ekonomicznych.

Niepoprawna struktura dynamiczna modelu prowadzi zazwyczaj do autoko-
relacji sktadnika losowego

Kluczowe zalozenie: stacjonarne szeregi czasowe, tj. brak wyraznych tren-
déw, Zdolnosé powrotu do wartosci sredniej (mean reversion).

Modee dynamiczne, ktére uwzgledniajg persystencje oraz(lub) dynamicznag
nature proceséw ekonomicznych: Models that accounts for persistence/ dy-
namic nature of relationship:

» modele autoregresywne (autoregressive models),

» modele z rozkladem opéznient (distributed lag models),

» modele autoregresywne z rozkladem opdznient (autoregressive distributed lag
models).

Podstawowe definicje

Szereg czasowy y; stanowig obserwacje uporzadkowane czasem t, gdzie t =
1,2,...,T.

Operator opéznien (lag operator) L:

L(yt) = yt-1. (2)

Operator réznicowania/pierwsze réznice (Difference operator/first difference)
A:
Ay) == L)ye—1 =yt — ye1. (3)
Stopa wzrostu (dynamika) mierzaca procentows zmiane zmiennej y;:
Yt — Yt—1
=2 I 4
g o (4)
Logarytmiczna stopa wzrostu:
1 x (1
Alnys =Iny; —Iny;—1 = In LIp—— (L+9) ~g. (5)

Yt—1 Yt—1
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Model z rozkladem opé6znien

Model z rozkltadem opodznien

m Model z rozktadem opéznietr (distributed lags model) rzedu K (oznaczany
jako DL(K)):

K
Yo = U+ Z Biti—i + €, (6)
i=0
gdzie
» 4 —zmienna obja$niana,
» x: — zmienne objadniajgce,
> ¢; — skladnik losowy.

m Moznik krétkookresowy (short-run multiplier, 3°7):

B = Bo. (7)

m Monoznik dlugookresowy (long-run multiplier, BLR):

B* = Bo+ 1+ ...+ Bk. (8)

m Parametry réwnania (6) mozna oszacowaé¢ metodg najmniejszych kwadratéw.
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Modele autoregresyjne

AR(1)
m Model autoregresyjny (autoregressive model) pierwszego rzedu (ozna-

czane jako AR(1))
Yt = B+ pyt—1 + e (9)

gdzie €, to sktadnik losowy oraz e, ~ N(0,0).

m Kluczowe zalozenie: |p| <1
m Parametr p mierzy persystencje/inercje szeregu czasowego y.
> Jezeli p jest bliskie 0 to wtedy efekt egzogenicznych zaburzen (mierzonych przez
e¢) jest absorbowany natychmiast.
> Jezeli p jest bliskie 1 to wtedy efekt egzogenicznych zaburzeri stopniowo wy-
gasa.
m Wybrane charakterystyki szeregu czasowego y; w przypadku, gdy jest gene-
rowany przez proces AR(1):

E(y) = ——, (10)

Var(y:) = . (11)

m Okres polowicznego wygasania (half-life):

_ In(0.5)

hl = S

(12)
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AR(1) oraz IRF I

m Jak wyglada/przebiega efekt zaburzen losowych (&) na zmienna objasniang?

m Rozwazmy uproszczony przypadek (u = 0) dla modelu AR(1):

Yt = pYi—1 + €¢, (13)

i zatézmy, ze €9 = 1 and for t > 1, e, = 0. Wtedy:

v = O0xp+1=1
y1. = yoxp+0=1=p
y» = yxXp+0=pp=p
lub bardziej ogodlnie:
ye = p'. (14)

m Biorac pod uwage fakt, ze g jest réwne 0 w powyzszym przyktadzie, model
AR(1) moze zosta¢ wyrazony z wykorzystaniem postaci Sredniej ruchomej
(moving-average):

oo o0

Yy = Z pi&t—z‘ +éer=¢&¢ + Z Dict—i. (15)

i=1 =1

AR(1) oraz IRF II

m Postaé¢ éredniej ruchomej pozwala zilustrowaé¢ w jaki sposéb zmienna obja-
$niana reaguje w czasie na egzaogeniczne zaburzenia:

OE (yt)
Oct—i

=i =p". (16)

m Funkcja reakcji na impuls (Impulse response function) ilustruje ocze-
kiwang ewolucje zmiennej objasnianej w reakcji na jednostkowe zaburzenie

egzogeniczne:

{1>¢1>¢2>---}- (17)
Dla zmiennej objasnianej opisanej modelem AR(1):

Lo}, (18)
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AR(P)

m Model autoregresyjny P-tego rzedu (oznaczany jako AR(P))
Yt = P1Yt—1 + p2Yt—2 + ...+ ppPYi—p + &¢. (19)

m Parametry powyzszego réwnania mozna oszacowaé¢ metoda najmniejszych
kwadratow.
m Modele autoregresyjne wyzszych rzedow:

> sg wykorzytywane w analize bardziej zlozonych wlasnos$ci dynamicznych sze-
regdw czasowych,
> sa wykorzystywane w prognozowaniu.

Przykltad empiryczny: stopa bezrobocia U; w USA

10

1950q1 1960q1 1970q1 1980q1 1990q1 2000g1 2010g1  2020q1

7ré6dto: FRED
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Przyktad empiryczny: stopa bezrobocia U, w USA

m Oszacowania parametréw modelu AR(1)

Uy = 0.184 4 0.969U; (20)
(0.087)  (0.014)

wyrazna/ekstremalna persystencja zmienne;j.
Ale: autokorelacja reszt (korelacja pomiedzy resztami i pierwszymi opdznie-
niami reszt ~ 0.66).

m Oszacowania parametréw modelu AR(2)

Up = 0.285 + 1.613U;—1 — 0.661U;_» (21)
(0.066)  (0.045) (0.045)

Jak w czasie wyglada reakcja stopy bezrobocia na egozgeniczny szok?

Przykltad empiryczny: stopa bezrobocia U; w USA
Funkcja reakcji na impuls (IRF):

14

Model AR(1): o

Us = 0.184 4+ 0.969U; 1
(0.087)  (0.014)

Model AR(2)

Ug = 0.285+1.613U;-1—0.661U;_;
(0.066)  (0.045) (0.045)

10 20 30 40

o
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Modele autoregresyjne z rozktadem opdéznien

Model ADL(1,0) I

m Model autoregresyjny z rozkladem opéznienr (autoregressive distri-
buted lag model) ADL(1,0):

Yy = i+ pyi—1 + Boxt + €4, (22)

gdy |p| < 1.

m Zatézmy, ze yo = 0, p = 0 oraz €; = 0 oraz rozwazmy jednostkowa zmiane x
w okresie 0. Wtedy,

yo = 0xp+pFox1+0=po,
y1 = BoXp+Pox0+0=ppo,
y2 = pBoxp+PBox0+0=p’f,
lub ogdlniej
t
yt = p Po-

m Mnoznik krétkookresowy: [o.

m Funkcja reakcji na impuls IRF dla i-tego okresu:

OE i
0 ) = p Po.
Tt—1q
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Model ADL(1,0) IT

m Skumulowana funkcja reakcji na impuls dla i-tego okresu:

ZaE(yt ijﬁo Bo + Bop + Bop® + ... + Bop’.

8@ j

m Mnoznik dtugoookresowyr:

ZaE v:) Bo(l+p+p'+...)= fo

(9:6,5 —j

Modele ADL(P,K)

m Model autoregresyjny z rozkladem opéznien ADL(P,K):
P K
Ye = [+ Z PiYi—i + Z Bixi—i + €t. (23)
i=1 i=0

m Mnoznik krétkookresowy ( 5°%):
B = Bo. (24)
» Mnoznik dlugoookresowy (3-%):

50"‘61"‘—'—5}( o Zl 0/87,

BLR:
l—pi—p2—...—pp 1-37

(25)
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Wybér specyfikacji modelu AR/DL/ADL

Trade-off pomiedzy:
m Ryzyko pominiecia waznych opéznien (kiedy P i/lub K sa male).
m Utrata efektywnosci (kiedy P i/lub K sa duze).
Najpopularniejsze strategie wyboru liczby opdznien:
m Od ogétu do szczegétu (from general to specific).
m Od szczegétu do ogétu (from specific to general).
Kryteria selekcji
m Autokorelacja sktadnika losowego.
m Kryteria informacyjne.

m Istotno$é oszacowan.

Przyktad empiryczny: funkcja konsumpcji w Niemczech

m Dane: szeregi czasowe w okresie od 1993Q1 do 2016Q).
® Zmienna objasniana:

¢t - logarytm naturalny wydatkéw konsumpcyjnych (w cenach stalych).
m Zmienna objasniajgca:

Yt - logarytm naturalny realnego PKB (w cenach statych).
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Przyktad empiryczny: funkcja konsumpcji w Niemczech

Ct Yt
o o
o
“‘." 7 ~
3
o
~
Py
- )
2
~
5
N
w o
2 )
g
o -
< g
d ‘ ‘ ; : : e ; ‘ ‘ : :
19951 2000q1 200501 2010q1 2015q1 1995q1 2000q1 200501 2010q1 2015q1
Acy Ayt
R R
5. 4
o
o
o
8
S_ 4
<
o 3
8 :
1995q1 2000q1 200591 2010q1 2015q1 1995q1 200001 20051 2010q1 2015q1

Modele z rozktadem opdéznien DL:

K

Act = apo + Z BiAyi—i + €4,

Przyktad empiryczny: funkcja konsumpcji w Niemczech

1=0

K | 0 1 2
L 0.002 0.002 0.002
(0.001) (0.001) (0.001)

Bo 0.278 0.328 0.295
(0.092) (0.096) (0.087)

b1 -0.135 -0.200
(0.096) (0.091)

B2 0.142
(0.087)

gL 0.278 0.193 0.236
(0.092) (0.114) (0.120)
BIC || -705.547 -696.699 -705.430

(26)
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Modele z autoregresyjne rozktadem opdéznien ADL:

Przyktad empiryczny: funkcja konsumpcji w Niemczech

P K
Act =+ ijACt—j + ZﬁiAyt—i + &4,

(27)
j=1 i=0
K 0 1 2 0
P 0 0 0 1
m 0.002 0.002 0.002 0.002
(0.001) (0.001) (0.001) (0.001)
p1 -0.290
(0.073)
Bo 0.278 0.328 0.295 0.204
(0.092) (0.096) (0.087) (0.074)
B1 -0.135 -0.200
(0.096) (0.091)
B2 0.142
(0.087)
pLE 0.278 0.193 0.236 0.205
(0.092) (0.114) (0.120) (0.068)
BIC [ -705.547 -696.699 -705.430 -707.569
Zadania
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Zadanie 8.1

Rozwaz model ADL(1,1):

Zatéz, ze p1 = 1.
1. Oblicz analitycznie funkcje reakcji na impuls.

2. Oblicz analitycznie skumulowang funkcje reakcji na impuls.

Yyt = a+ p1yi—1 + Boxt + Pixe—1 + €x. (28)
Zaloz, ze |p1| < 1.
1. Oblicz analitycznie funkcje reakcji na impuls.
2. Oblicz analitycznie skumulowang funkcje reakcji na impuls.
Zadanie 8.2
Rozwaz model ADL(1,0):
Ye = o+ p1ys—1 + Port + €t (29)
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Zadanie 8.3

Zbiér danych fernald.gdt zawierakwartalne szeregi czasowe opisujace
stron¢ podazows gospodarki amerykoanskiej. Szeregi czasowe opisujace
zmienne ekonomiczne zostaly udostepione przez amerykanskiego
ekonomiste Johna Fernalda.

1. Wykorzystanie mocy wytwoérczych (capacity utilization, oznaczone jako utily)
jest zmienna ekonomiczna, ktora mierzy stopien wykorzystania dostepnych
czynnikéw produkeyjnych w biezacej produkceji. Na podstawie wiedzy ekono-
micznej przedyskutuj czy zmienna ta powinna charakteryzowaé sie wysoka
czy niskg persystencja.

2. Oszacuj parametry modelu AR(1) dla zmiennej util;. Na podstawie uzyska-
nych oszacowan oblicz i zinterpretuj half-life.

3. Przetestuj autokorelacje sktadnika losowego w modelu AR(1).

4. Oszacuj parametry modeli AR(2) oraz AR(4) dla zmiennej util; oraz prze-
prowadz testy na autokorelacje sktadnika losowego. Czy wyniki tych testow
r6znig si¢ od rezultatéw dla modelu AR(1).

5. Oblicz i zilustruj funkcje reakcji na impuls na podstawie oszacowan wyzej
rozwazanych modeli, tj. AR(1), AR(2) i AR(4). Przedyskutuj réznice i
podpobienstwa.

Zadanie 8.4

Zbiér danych HICP.gdt zawiera szereg czasowy dla zharmonizowanego wskaznika
cen konsumpcyjnych w Polsce (oznaczany jako HICP;).

1. Oblicz pierwsze réznice logarytmu naturalnego HIC Py, t.j.,
yt:AthICPt. (30)
W jaki sposéb zinterpretujesz uzyskany szereg czasowy?

2. Oszacuj parametry modelu AR(1) dla zmiennej y¢. Oblicz i zilustruj implikowana
funkcje reakcji na impuls dla zmiennej y:. Na podstawie uzyskanych oszacowan
oblicz i zinterpretuj half-life.

3. Przetestuj autokorelacje sktadnika losowego w rozwazanym powyzej modelu AR(1).

4. Rozwaz teraz modele AR(2) oraz AR(12) dla zmiennej y;. Oszacuj parametry tych
modeli oraz zilustruj funkcje reakcji na impuls.

5. Powtérz punkty 2.-4. rozszerzajac specyfikacje modelu o sezonowe zmienne binarne.
Sprébuj wyttumaczy¢ réznice w poréwnaniu z wczesniejszymi wynikami.

6. Oblicz zmiany rok-do-roku dla logarytmu naturalnego HIC P, t.j.,
Tt :h'lHIC'Pt—lnHIC'Pt_lQ. (31)
Naszkicuj x; 1 y: oraz przedyskutuj réznice pomiedzy tymi szeregami czasowymi.

7. Powtérz punkty 2.-5. Dla zmiennej z+ zamiast zmiennej y¢. Czy sa réznice w
oszacowaniach? Czy te réznice sa zgodne analizg wizualng z poprzedniego punktu?
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Zadanie 8.5

Zbiér danych GermanTrade.gdt zawiera szeregi czasowe realnego
eksportu w Niemczech (oznaczane jako EX;) oraz realnego efektywnego
kursu walutowego dla Niemiec (oznaczane jako REER).

Oszacuj parametry dla statycznego réwnania eksportu:
AlnEX: = p+ BoAln REER: + ¢:. (32)

Zinterpretuj oszacowania i sprawdz czy skladnik losowy charakteryzuje si¢
autokorelacja

Rozwaz teraz model AR(1) dla Aln EX;. Przedyskutuj oszacowanie para-
metru mierzacego persystencje.

Rozwaz teraz model ADL(1,0) dla Aln FX,. Zinterpretuj oszacowania w
kategoriach mnoznikow krétko- i dtugookresowych. Przetestuj autokorelacje
sktadnika losowego. Jak uzyskane wyniki réznia si¢ od rezultatéw z pierw-
szego punktu. Naszkicuj funkcje reakcji na impuls dla eksportu na zmiane
realnego efektywnego kursu walutowego.

Poréwnaj wezedniejsze wyniki z oszacowaniami parametréw modeli ADL(2,0),
ADL(1,1), ADL(4,0) i ADL(1,4). Czy sa réznice w oszacowaniach dtugookre-
sowego efektu parecjacji kursu walutowego?

1.

Zadanie 8.6 1

Rozwaz zalezno$¢ pomiedzy pierwszymi réznicami logarytmu naturalnego
produktu (oznaczonego jako Ay;) i pierwszymi réznicami logarytmu natu-
ralnego wykorzystania czynnikéw wytworczych (oznaczanego jako Autil):

Ay = p + BoAutily + €4, (33)

Na podstawie uzyskanej dotychczas wiedzy ekonomicznej sformutuj oczeki-
wania odno$nie znaku parametru (.

Zbiér danych fernald.gdt zawiera szeregi czasowe opisujace strone podazowa
gospodarki amerykanskiej. Korzystajac z tego zbioru danych oszacuj para-
metry modelu (33). Przedyskutuj oszacowany efekt zmiany wykorzystania
czynnikéw wytwoérczych na produkt.

Przetestuj autokorelacje sktadnika losowego. Czy wczesniejsze osacowania sa
wiarygodne?

Rozszerz specyfikacje modelu (33) do modelu z rozkladem opéznien rzedu 4,
t.j, ADL (0,4) i oszacuj kluczowe parametry. Oblicz i zinterpretuj mnoznik
krotko- i dtugookresowy. Czy uzyskane wyniki réznia sie od rezultatow z
pierwszego punktu?

. Rozwaz teraz dwa dodatkowe rozszerzenia modelu (33): ADL(1,4) i ADL(4,4).

Oblicz i zinterpretuj mnoznik kréotko- i dtugookresowy, a nastepnie poréwnaj
te wyniki z poprzednim punktem.
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Zadanie 8.6 11

6. Rozwaz kolejne rozszerzenie podstawowej specyfikacji:
Ayt = U + ﬂoAutilt + ’}/QAlt + Et, (34)

gdzie Al; to pierwsze réznice logarytmu naturalnego naktadéw pracy. Osza-
cuj parametry modelu (34) i poréwnaj oszacowania [y z rezultatami z pierw-
szego punktu. Sprébuj wyttumaczy¢ réznice.
7. Rozwaz teraz kolejne rozszerzenia modelu (34) o:
> 4 opdznienia Autily;
» 4 opdéznienia Autily i jedno Ay,
» 4 opdznienia Autily i Ayg.

i porownaj krotko- i dtugookresowe mnozniki z rezultatami z punktéw 5 i 6.
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Niestacjonarnosc¢ i kointegracja
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155



Temat 9. Niestacjonarnosé

Podstawowe definicje

Szereg czasowy y; stanowia obserwacje uporzadkowane czasem t, gdzie t =
1,2,...,T.

Operator op6znien (lag operator) L:

L(ye) =y (1)

Operator réznicowania/pierwsze réznice (Difference operator/first difference)

A:

A(ys) = (1= L)yt—1 = Yyt — Y1 (2)

m Stopa wzrostu (dynamika) mierzaca procentowa zmiane zmiennej y:

Yt — Yt—1
= —. 3
g s (3)
m Logarytmiczna stopa wzrostu:

1 x (1
Alny; =Iny; —Iny;—1 = In Yo _p Yt (L+29) ~g. (4)

Yi—1 Yt—1

Stacjonarnosc¢
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Stacjonarnosé

m Stacjonarnos$é w szerszym znaczeniu (weak stationarity, wide-sense
stationarity) wystepuje jezeli spelnione sg nastepujace warunki:

1. stala warto$é oczekiwanas:
E(y:) = p (5)

2. stata wariancja :
var (y;) = o~ (6)

3. kowariancja nie zalezy od czasu t:

cov (Yt, Y+s) = oV (Y, Yr—s) = Vs (7)
m Stacjonarne szeregi czasowe wykazujg zdolnos¢ powrotu do wartosci
Sredniej (mean reversion).

m Niestacjonarne szeregi czasowe charakteryzuja sie pierwiastkiem jednost-
kowym (unit root).

m Intuicja: stacjonarne szeregi czasowe fluktuuja systematycznie wokét Sredniej
z proby

Integracja

m Stopien integracji (integration) to minimalna liczba réznic, ktéra jest wyma-
gana aby uzyskaé szereg stacjonarny.
m Szeregi stacjonarne sa zintegrowane w stopniu 0, t.j. y¢ ~ I(0).

m Jezeli szereg czasowy jest niestacjonarny, ale jego pierwsze réznice sa stacjo-
narne to wtedy szereg jest zintegrowany w stopniu 1, t.j., y; ~ I(1).

m Generalnie,
yr ~ I(d) <= A%y, ~ I(0). (8)
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Przyrostostacjonarnosé i trendostacjonarnosé

m Przyrostostacjonarnosé (difference-stationary):
ye ~ 1(1) == Aye ~ 1(0). (9)
m Trendostacjonarnos$é (trend-stationary):
yr = Bo + Bit + e < e ~ 1(0). (10)

m Wybér pomiedzy przyrostostacjonarnodcig a trendostacjonarnoscia jest cze-
sto arbitralny.
Jednak wybor ten ma istotne implikacje dla szeregu czasowego y;.

Przyklady proceséw stacjonarnych i niestacjonarnych

Procesy stacjonarne

m Bialy szum (white noise).

m Proces autoregresyjny (autoregressive process).
Procesy niestacjonarne

m Bladzenie losowe (random walk).
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Temat 9. Niestacjonarnosé

Bialy szum i AR(1)

m Bialy szum (white noise):
Yt = €, (11)

gdzie e, ~ N(0,0?).
m Proces autoregresyjny pierwszego rzedu AR(1):

Yt = pyi—1 + e, (12)
gdzie |p| < 1 and &, ~ N(0,0?).

m Wybrane wtlasnosci y; jezeli jest generowany przez proces AR(1):

E(y:) = 0, (13)

0,2

Var(y:) = T (14)

m Zar6éwno bialy szum, jak i proces AR(1) sa stacjonarne.

Proces AR(1) z wyrazem wolnym i trendem czasowym

m Niech p oznacza wyraz wolny. Wtedy proces AR(1) z wyrazem wolnym:
Yyt = b+ pyi—1 + & (15)

gdzie |p| < 1 oraz g; ~ N(0,0?).

m Alternatywnie réwnanie (15) mozna zapisa¢ nastepujaco:

(e — ) = p(Ye—1 — p) + & (16)

m (Dlugookresowa) wartosé oczekiwana:

E(ye) = p/(1 = p) (17)
m Proces AR(1) moze zostaé rozszerzony o trend liniowy. Wtedy
(ye —p—0t)=p(ye—1 —p—0(t—1)) + & (18)
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Btadzenie losowe (random walk) 1

m Bladzenie losowe (random walk) jest przykladem procesu niestacjonar-
nego.
Yo = Yi—1 + ¢ (19)
gdzie ey ~ N (O, 02)
m Wartos¢ oczekiwana ($rednia) zalezy od dtugosci préby.

m Wykorzystujac rekursywna substytucje (recursive substitution) mozna poka-
zaé, ze bladzenie losowe jest procesem wedrownym (wandering)

Y1 = Yo + €1
2
y2:y1+€2:y0+61+€2:y0+z€k

k=1 (20)

t
Yt = Yo + Z&‘k
k=1

t

m Skumulowana suma szokéw /zaburzen losowych (Z €k ) jest zazwyczaj inter-

k=1
pretowana jako trend stochastyczny (stochastic trend).

Bladzenie losowe (random walk) 11

m E(y:) zalezy od wartosci poczatkowej:

E(y:) =E(yo+e1+e2+...4+¢) =0 (21)
m Ale wariancja zalezy od czasu i nie moze by¢ ograniczona:

var(y;) = var(e; +ea+ ...+ &) = to” (22)

Stad, zalozenie o stalej wariancji nie jest spetnione. Dlatego, btadzenie lo-
sowe jest procesem niestacjonarnym
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Bladzenie losowe z przesunigciem i trendem

Proces btadzenia losowego z przesunieciem (random walk with drift).

Yo =P+ Yi-1 T €t (23)
gdzie e, ~ N(0,0?) .

m Wartoé¢ oczekiwana i wariancja:

E(y:) =t +yo +E(e1 +e2+ ...+ &) =t + o,

var(y:) = var(er +e2+ ...+ &) = to?. (24)
m Proces bladzenia losowego z trendem (random walk with trend)
yr = p+ Bt + yi—1 + e, (25)

where &, ~ N(0,0?).

m Uwzglednienie trendu deterministycznego amplikfikuje efekt trendu stocha-
stycznego:
2+t
E(y:) =tp+ ( 5 )ﬁ + Yot. (26)

Przyktady: dane symulowane

o

~ 4

n \\MM‘.‘L 1“,\.\,“‘|.vli\\\‘,\.|l‘
A
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Test Dickeya-Fullera

Test Dickeya-Fullera (wersja podstawowa) I

m Podstawowe zalozenie: y; jest generowany przez proces AR(1):
Yt = pYt—1 + €t (27)

m Generalna idea polega na testowaniu czy p jest rowne jednosci czy jest sta-
tystycznie istotnie nizsze od jednoSci.

m Hipoteza zerowa postuluje wystepowanie pierwiastka jednostko-
wego (y: jest niestacjonarne).

m Szacowanie parametru p w réwnaniu (27), obliczenie statystyki t-studenta i
klasyczne (standardowe) wnioskowanie na podstawie tej statystki moze pro-
wadzi¢ do niewiarygodnych wynikéw ze wzgledu na ryzyko regresji pozornej
(spurious regression). Dlatego, y: jest réznicowany:

Ayt = (p — 1) Yt—1 + €t = YYt—1 + €t (28)

gdzie e, ~ N(0,0%) i~y = (1—p).

m Hipoteza zerowa (y: jest niestacjonarny) i hipoteza alternatywna (y; jest
stacjonarny)

Ho: p=1 <= Ho: =0

Hi: p<l <= Hi: <0 (29)
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Test Dickeya-Fullera (wersja podstawowa) 11

m Aby formalnie przetestowaé stacjonarno$é, szacowane sg parametry rowna-
nia (27) i obliczana jest statystyka t-studenta dla parametry v. W tym przy-
padku, rozklad t-studenta nie moze zosta¢ wykorzystany do wnio-
skowania statystycznego poniewaz obliczona statystyka t-studenta
nie ma rozkladu t-studenta. Dlatego wykorzystywany jest rozklad r.
Wartosci krytyczne statystyki 7 sa obliczane na podstawie rozktadéw uzy-
skanych numerycznie.

m Hipoteza zerowa moze zosta¢ odrzucona jezeli warto$é¢ statytyki testowej 7
jest ponizej wartosci krytycznej.

m Réwnie testowe(27) mozna rozszerzy¢ o komponenty deterministyczne: wy-
raz wolny i trend liniowy. Hipoteza zerowa i alternatywna sa wtedy takie
same jak w podstawowej wersji.

Rozszerzony Test Dickeya-Fullera (Augmented Dickey—Fuller test)

m Aby uniknaé ryzyko autokorelacji sktadnika losowego regresja testowa moze
zostaé rozszerzona o cze$¢ autoregresyjna do rzedu P wlacznie.:

P
Ayy = yyi—1 + Z i Ayi—i + €. (30)

=1

m Hipoteza zerowa w rozszerzonym tescie Dickeya-Fullera (ADF) postuluje nie-
stacjonarnos¢ szeregu czasowego:

7‘[02 ’}/:0

Hi: v<0 (31)

m W praktyce, uwzglednianie czegsci autoregresyjnej jest bardzo popularne.
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Rozktad statystyki 7 testu Dickeya-Fullera

m Rozklad statystyki 7 testu Dickeya-Fuller jest nieznany i przyblizany nume-
rycznie.

m W hipotezie zerowej, szereg czasowy y: charakteryzuje si¢ pierwiastkiem jed-
nostkowym, t.j., p=11
Yt = Yt—1 + &t (32)

gdzie e, € N'(0,07).
m Zalozenie:
> T = 1000;
> o=0.1;
» Liczba replikacji: 100000.

Cwiczenie symulacyjne — rozklad statystyki 7 testu Dickeya-Fullera

-4 - 2 4

kwantyl || 0.001  0.01 0.5 0.1 0.5
wartosc || -3.304 -2.569 -1.938 -1.614 -0.500

164



Temat 9. Niestacjonarnosé

Wartosci krytyczne dla (rozszerzonego) testu Dickeya-Fullera

m Wartosci krytyczne dla (rozszerzonego) testu Dickeya-Fullera réznia sie zna-
czaco od standardowych wartosci krytycznych w tescie t-studenta.

m Pomiedzy dostepnym oprogramowaniem moga pojawic¢ si¢ nieznaczne réznice
w wartosciach krytycznych

REGRESJA 1% 5% 10%
Ay = yyt—1 + €t -2.56 -1.94 -1.62
Ayt = p+yye—1 + &¢ -3.43 -2.86 -2.57
Ayt = p+ 6t +yys—1 + €t -3.96 -3.41 -3.13
Wartos¢ statystyki t-studenta -2.33 -1.65 -1.28

Uwagi: powyzsze wartosci krytyczne pochodza z pracy Davidsona i MacKinnona (1993)

Przykltad empiryczny: stopa bezrobocia U; w USA

Regresja pomocnicza testu Dickeya-Fullera:

AUy = 0.087 — 0.0311U;_1,  (33)
(0.185)  (0.0144)

Warto$é statystyki testowej: —0.031/0.014 =
—2.16

Wartos$é krytyczna (10% poziom istotnosci):
-2.570

—> nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej Ho

10
L

[Ale:] autokorelacja skladnika losowego
Korelacja pomiedzy resztami a ich pierwszymi . |
opdéznieniami ~ 0.65

Regresja pomocnicza testu Dickeya-Fullera:

AU; = 0.2854 — 0.049Us_1 + 0.662 AUp_1, o
(0.066) (0.011) (0.045) 195091 1960q1 1970q1 1980q1 1990q1 2000q1 20101  2020q1

(34)
Wartosé statystyki testowej: —0.049/0.011 =
—4.47
Warto$é krytyczna (1% poziom istotnosci):
-3.458

—> sg podstawy do odrzucenia Hg o niesta-
cjonarno$ci nawet na 1% poziomie istotnosci.
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Przyktad empiryczny: logarytm naturalny realnego GDP (In GDFP;)

11’1 GDPt
statystyka testu ADF p |
InGDP;: -2.07 1
Aln GDP; -11.19 0 o
gdzie p to liczba opdznien w tesécie Dickeya-
Fullera. ®
E7195‘0q1 1960q1 1970q1 1980q1 1990q1 2000q1 20101 2020q1
Wartoéci krytyczne
1% 5% 10% . AlnGDP,
-3.458 -2.879 -2.570 ]

.02
I

Jaki jest stopien integracji In GDP;?

Czy zmienna In GDP; jest przyrostostacjo-
narna?

-.02
L

-.04
L

1950q1 1960q1 1970q1 1980q1 1990q1 2000q1 2010q1 2020q1

Przyktad empiryczny: In GDP; a trendostacjoarnosé

Czy In GDP; jest stacjarny wokét (de-
terministycznego) trendu?

o] Reszty z regresji In GDP; wzgledem
trendu deteministycznego.

9.5
I

f A,

195091 19601 1970q1 1980q1 1990q1 2000g1 2010q1 20201

05

8.5

-.05
|

75
I

-15
|

Wartosci statystyki testowej ADF: - 1950q1 1960q1 1970q1 1980q1 1990q1 2000q1 2010q1 2020q1
1.232

Wartosé krytyczna (10% poziom istot-

nosci): -3.130.
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Regresja pozorna (spurious regressions)

m Analiza empiryczna przeprowadzona na podstawie niestacjonarnych szere-
gow czasowych moze prowadzi¢ do zjawiska regresji pozornej spurious
regressions). Zjawisko to polega na uzyskaniu statystycznie istotnych
oszacowan na podstawie danych pomiedzy ktorymi nie ma zwigzku.

m Aby zilustrowaé problem regresji pozornej warto przeanalizowaé¢ wysymulo-
wane dane (y: i x¢):

DGP:1: y = yi—1+es (35)
DGPy: z¢ = x40+ m
gdzie ny ~ N (0,0727) ler~ N (O,a?).

m Szeregi czasowe y: i x+ wysymulowano niezaleznie, a wiec nie ma zaleznosci
pomiedzy tymi zmiennymi.
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Temat 9. Niestacjonarnosé

RysuNEK: WYSYSMULOWANE SZEREGI CZASOWE y¢ 1 Ty

60

50
|

30
|

10
|

Time

Mimo braku prawdziwej realcji pomiedzy szeregami widoczny jest rosnacy
trend w obu przypadkach.

RYSUNEK: SCATTER PLOT DLA WYSYMULOWANYCH SZEREGOW y; 1 T

o |
o

40

w2

20
|

10

.. !o Qe )
)
° o
o4 e
.
T T T T T T
10 20 30 40 50 60
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m Prosta regresja y; wzgledem x; (bledy szacunku w nawiasach):

ys = 17.818 + 0.842z, (36)
(0.62048) (0.02062)

m t-statistic for z; : 40.82
m R? wynosi okolo 0.705

m Ale wiadomo, ze zaréwno ¥, jak i x; uzyskano niezalezenie i nie ma miedzy
nimi prawdziwej zaleznosci. Dlatego, powyzsze oszacowania sg niewia-
rygodne lub pozorne.

m Jezeli w regresji wykorzystywane sg szeregi niestacjonarne to wtedy estyma-
tor metody najmniejszych kwadratow nie ma standardowych wtasnosci. W
rezultacie, np. statystyka testu t jest niewiarygodna.

m Reszty w regresji pozornej charakteryzuja sie zazwyczaj wysoka autokorela-
cja.

RYSUNEK: RESZTY Z REGRESJI Yy WZGLEDEM T4

10
|

-10

0 100 200 300 400 500 600 700

Time
Statystyka DW: 0.22
Statystyka LM (autokorelacja pierwszego rzedu): 682.958[0.0000)]

» Powrét do przykltadu
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Kointegracja

Kointegracja

m Kointegracja (Cointegration) jest szczegélnym przypadkiem zaleznosci
pomiedzy zmiennymi niestacjonarnymi.

m Kluczowe zalozenie: y: i z+ sa zintegrowane w stopniu pierwszym a
reszty e, t.j,:

e =y — Bo — Pz (37)

sg stacjonarne. Wtedy, zmienne x; i y: sa skointegrowane.

m Intuicja(1l): jezeli zmienne sg skointegrowane to podazaja za tym samym
trendem stochastycznym.

m Intuicja(2): jezeli zmienne sa skointegrowane to wtedy istnieje dtugookresowa
zaleznosé (long-run relationship) pomiedzy nimi.
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Testowanie kointegracji

m Pierwszy krok: testowanie stacjonarnoéci. Jezeli zmienne x¢ i y; sa zintgrowane
w stopniu pierwszym to przechodzimy do kolejnego kroku

m Drugi krok: szacujemy parametry relacji dlugookresowej (dla zmiennych niesta-
cjonarnych),uzyskujemy reszty (e:) i testujemy ich stacjonarnoéé (bez wyrazu wol-

nego):
et =yt — PBo — Prae (38)
m Hipoteza zerowa i alternatywna::

Ho: e ~1(1) <= Ho: =z and y: nie sa skointegrowane (39)
Hi: e ~I10) <= Hi: x¢ and y¢ sa skointegrowane

m Jednak uzywamy innych warto$ci krytyczny niz w teécie ADF poniewaz testujemy
kointegracje (a nie tylko stacjonarnos$é szeregu czasowego, tj. reszt):

TABLICA: WARTOSCI KRYTYCZNE

DEUGOOKRESOWA RELACJA | 1% 5% 10%
Yr = P1xe + e -3.39 -2.76 -2.45
Yyt = Bo + Prxe + ex -3.96 -3.37 -3.07
Yyt = Po + 0t + frixe + e -3.98 -3.42 -3.13

Uwagi: wartosci krytyczne pochodzg z pracy Hamiltona (1994)

Model korekty bledem (error correction model)

m Jezeli x; oraz y+ sg zintegrowane i
et =yt — Bo — B1wt (40)
to reszty, e;, mierzg odchylenie od dtugookresowej relacji
m Dlugookresowa elastyczno$é (long-run elasticities) jest réwnaf; w (40).

m [Model korekty bledem (Error correction model)]. Model ten pozwala uwzgled-
ni¢ odchylenie od dlugookresowej réwnowagi w krotkookresowej dynamice analizo-
wane zjawiska. Odchylenie od dlugookresowej rownowagi jest mierzone opéznionym
resztami z dlugookresowego réwnania, t.j., ez—1.

P K
Ayr = p+deg—1 —i—ZPszt—i +E,37;A$t—z’ + et, (41)
gdzie parametr 6 mierzy tempo powrotu do dtugookresowej réwnowagi 6 € (—1,0).

m Half-life:
In(0.5)

L (42)
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Przyktad empiryczny: funkcja konsumpcji w Niemczech

Zaroéwno c; i y: sa zintegrowane w stopniu pierwszym.

Reszty z regresji dla zmiennych
niestacjonarnych

Dtlugookresowa relacja: | M/\/\M\\ [\
3.984 + 0.657 (43) °] = i L
b= (0.174)  (0.013) ye /\f’ W \/J W

Jaka jest interpretacja dtugookre-
sowej elastycznosci ?

.04

02

-.02

-.04
|

1995q1 2000q1 20051 2010q1 20151

Statystyka testu ADF -3.52.

Przyktad empiryczny: funkcja konsumpcji w Niemczech

Model korekty btedem (specyfikacja uproszczona):

Aéy = —0.153ec; -1 + 0.283 Ay, (44)
(0.050) (0.066)

gdzie ec;—1 to opdznione reszty z regresji dla zmiennych niestacjoarnych.

Oszacowanie parametru § mierzace tempo dostosowania do
dtugoookresowej réwnowagi jest statystycznie istotne i negatywne.

half-life: ~ 4.13 kwartaly (4.13 ~ In(0.5)/In(1—0.153)).
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Zadania

Zadanie 9.1 Realny efektywny kurs polskiego ztotego

Zbiér danych REER.gdt zwiera szereg czasowy realnego efektywnego
kursu polskiego ztotego deflowanego CPI (oznaczany jako REER,).
Aprecjacja polskiej waluty jest tozsama wzrostowi wskaznika REER;.

1. Na podstawie wiedzy ekonomicznej przedyskutuj czy REFE R; powinien by¢
zmienng stacjonarng czy nie.

2. Przeanalizuj wykres logarytmu naturalnego REER:. Sprébuj wyttumaczyc¢
czy szereg ten jest stacjonarny czy nie.

3. Przeprowadz test ADF dla logarytmu naturalnego REFER:. Zinterpretuj
uzyskany wynik.

4. Okresl stopien zintegrowania logarytmu naturalnego REE R;.

5. Czy logarytm naturalny REFE R, jest trendostacjonarny?

6. Ogranicz probe do okresu 2000:1-2019:3. Potwoérz punkty 2.-4. Przedyskutuj
jak zmiana proby zmienita wnioski nt. Stacjonarnosci logarytmu naturalnego
REFER;. Spréobuj wyttumaczy¢ zrédto tych réznic.
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Zadanie 9.2 Popyt na dobra importowe w Niemczech

Zbiér danych GermanTrade.gdt zawiera szeregi czasowe opisujace realny
import w Niemczech (oznaczany jako IM;), popyt krajowy w Niemczech
(oznaczany jako DD;) oraz realny niemiecki eksport (oznaczany jako EX).

1. Przetestuj kointegracje pomiedzy logarytmem naturalnym I M; oraz logaryt-
mem naturalnym D D;.

2. Przetestuj kointegracje pomiedzy logarytmem naturalnym I M;, logarytmem
naturalnym DD; oraz logarytmem naturalnym eksportu EX;. Sprobuj wy-
ttumaczy¢ réznice we wnioskach pomiedzy obecnym a poprzednim punktem.

3. Zinterpretuj dtugookresowe elastycznosci oszacowane w poprzednim punkcie.

4. Oszacuj parametry modelu korekty bledem wyjaéniajacego pierwsze roznice
logarytmu naturalnego realnego importu (AlnIM;). Zinterpretuj krétko-
okresowe elastycznodci.

5. Zinterpretuj oszacowanie przy tzw. elemencie korekty btedem, t.j., 5. Oblicz
i zinterpretuj half-life.

Zadanie 9.3 Srodowiskowa krzywa Kuznetsa

Zbioér danych CO__Emission.gdt zawiera szeregi czasowe opisujace emisje
dwutlenku wegla CO? (oznaczane jako CO2;) i PKB w Stanach
Zjednoczonych (oznaczane jako GDP;).

1. Przetestuj kointegracje miedzy logarytmem naturalnym C'O2; i logarytmem
naturanym GDP;.

2. Wykorzystaj zmiennag PO P;, ktora mierzy populacje w Stanach Zjednoczo-
nych, aby znormalizowaé¢ analizowane zmienne, t.j., CO2; i GDP;, przez
populacje. Przetestuj kointegracje pomiedzy znormalizowanymi zmiennymi.

3. Zgodnie z hipoteza srodowiskowej krzywej Kuznetsa (environmental Kuznets
curve hypothesis) relacja pomiedzy jakoscig srodowiska a poziomem rozwoju
jest paraboliczna, tj. odwrotnie U-ksztaltna. Zaproponuj w jaki sposéb ta
hipoteza moze zostac¢ przetestowana w analizowanym przypadku.

4. Korzystajac z metod kointegracyjnych przetestuj srodowiskowa krzywa Ku-
znetsa dla Stanéw Zjednoczonych.
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Zadanie 9.4 Zagregowana funkcja produkcji Cobba-Douglasa w USA

Fundamentalnym i szeroko stosowanym zalozeniem we wspodltczesnej
makroekonomii jest zagregowana funkcja produkcji postaci
Cobba-Douglasa, ktérag mozna zapisa¢ nastepujaco:

yr = at + ok + Bl (45)

gdzie y; to logarytm naturalny produktu, k: to logarytm naturalny
dostepnego kapitatu i [; to logarytm naturalny naktadow pracy. Z kolei, a:
to tzw. (logarytm naturalny) tacznej produktywnosci czynnikéw (total
factor productivity, TFP) i zmienna ta jest nieobserwowalna.

1. Zbiér danych fernald.gdt zawiera kwartalne szeregi czasowe opisujace strone
podazowa gospodarki amerykanskiej. Zbadaj rzad integracji y:, kt i l+.

2. W kolejnym kroku zaléz, ze a; jest stale w czasie i przetestuj kointegra-
cje pomiedzy porduktem a czynnikami wytwoérczymi? Czy uzyskane wy-
niki potwierdzaja zasadnos¢ wykorzystywania zagregowanej funkcji produkcji
Cobba-Douglasa?

3. Zmodyfikuj zatozenie odnosnie a;. Zaldz teraz, ze a; zwigksza sie nieprze-
rwanie, a tempo zmian a; jest stale w czasie. Korzystajac z tego zalozenie
przetestuj kointegracje pomiedzy y:, ke i l:.

4. Jesli a+ B =1 to wtedy funkcja produkcji charakteryzuje si¢ statymi korzy-
Sciami skali (CRS, constant returns to scale). Czy i jak mozna wykorzystaé
standardowe metody estymacji i wnioskowania aby przetestowa¢ hipoteze
CRS? Odpowiedz uzasadnij pamig¢tajac o wynikach z poprzednich podpunk-
tow.

Zadanie 9.5 Rozklad statystyki testu Dickeya-Fullera

Rozwaz nastepujacy process generujacy dane (data generating proces):
Yo = Yi—1 + ¢t (46)

gdzie &, to skladnik losowy i e, ~ N(0,1).

1. Zatéz,zet =1,...,100. Korzystajac z generowanie liczb losowych wysymuluj
e¢. Zatéz dodatkowo, ze yo = 0 i oblicz rekursywnie y;.

2. Przeprowadz test Dickeya-Fullera dla zmiennej y;. Czy szereg jest stacjo-
narny?

3. Powtérz punkty 1.-2. wielokrotnie (> 1000). Naszkicuj uzyskany rozktad
statystyki testu Dickeya-Fullera. Czy rozktad ten jest zblizony do rozktadu
normalnego?
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Temat 10

Prognoza ekonometryczna

MicHAL RUBASZEK

Niestabilno$¢ parametrow w modelu ekonometrycznym

Test Chowa stabilnosci parametréw
e Prognoza ex-ante

Zrédia bledéw prognozy ex-ante

Miary jakosci prognozy ex-post (ME, MAE, RMSE)
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej
e Wybdr postaci funkcyjnej

e Zebranie danych

Stages of the verification process

Interpretacja oszacowan parametréw
Istotnos¢ parametrow

Dopasowanie do danych

Postaé funkcyjna

Wtasnosci sktadnika losowego

Stabilnos¢ parametrow
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Stabilnos¢ parametrow: przesuniecie statej

Rozwazmy model, w ktérym cena nieruchomosci (P) zalezy od:
= S:powierzchni [m2]

= L:lokalizacji, zmienna binarna z wartoscig 1, jezeli centrum miasta

Zatézmy, ze lokalizacja zwieksza cene o &, co mozna zilustrowac jak ponizej:

E(P)= (Bo+06)+ 1S
Bo +6 5

Bo

E(P) = Bo+B1S

= Jezeli§ # 0, to zalezno$¢ miedzy powierzchnia S i ceng P nie jest stabilna w prébie

Stabilnos¢ parametrow: przesuniecie statej

= Formalny zapis dla modelu:

Pi = Bo + B1Si + &

= Naszym celem jest ustalenie, czy stata () jest taka sama w dwdch lokalizacjach:
= [ =1, centrum miasta

= [ = 0, pozostate dzielnice

= Na to pytanie mozemy odpowiedzieé szacujgc parametry modelu:

Pi = ,80 +,6’15i +8Ll +€i

oraz weryfikujac hipoteze:
HO: 6 = 0
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Stabilno$¢ parametrow: przesuniecie statej i nachylenia

= Skomplikujmy troche bardziej nasze rozwazania i zatézmy, ze zwigzek miedzy cena
nieruchomosci i jej powierzchnia zalezy od lokalizacji w dwéch aspektach, tj. przez zmiane:

= stafej: Bo
= nachylenia: f;

= |lustracja jest nastepujgca:

P E(P)= By +BiS

E(P) = Bo+B1S

Bo ¥
Bo -4//

Stabilnos¢ parametréow: przesuniecie statej i nachylenia

= Formalny zapis jest nastepujacy:

p. = 30+1815i+gi dlaLl=0
t ,86"‘,3{514'81 dlalel

= Mozemy to zapisac jako nastepujgcy model ekonometryczny:

Pi=Po+p1Si+0Li+y(Li XS) +¢g

= Zauwazmy, ze:
Bo=PBo+d oraz B =P +y
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Test na stabilnos¢ parametréow

A zatem, dla modelu:
p. = Bo+ f1Si+¢ dlal; =0
ET 8L+ BiSi+ e dlal; =1

warunkiem stabilnosci parametréw jest: B, = By A B = B

Powyzszg hipoteze mozemy zweryfikowac poprzez estymacje modelu:

Pi=Po+pB1Si+0Li+y(Si X L) +¢g

oraz weryfikacje hipotezy:

Hy: §=0Ay=0

Statystyka testu jest nastepujgca (por. Temat 3)

_ (SSEg —SSEy)/2
T SSEy/(N—4) @N-®

Mozemy sprawdzié, czy parametry modelu sg stabilne, za pomoca nastepujgcych krokéw:
1.
2.
3.

5.

Wazne. Wyniki testu Chowa zalezg od podziatu préby z punktu 1

Test na stabilnos¢ parametréow

Test Chowa

Rozwazmy model:

Vi = Bo + Prixyi + oo + o+ PrXyi + & = XiB + g

Podziel prébe na dwie podpréby Ai B
Stworz zmienng D;, ktory przyjmuje wartosci 0 i 1 odpowiednio w podprébach Ai B
Oszacuj rozszerzony model
yi =X+ (x; X D)y + ¢
Zweryfikuj hipoteze:
H():y =0
o statystyce:
_ (SSEg — SSEy)/(K + 1)

SE — ~F _
SSEy/(N — 2(K + 1)) (K+1,N-2(K+1))
Podejmij decyzje: odrzucamy Hy, jezeli F = F,
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Test na stabilnos¢ parametréow

Test Chowa — alternatywne podejscie

Rozwazmy model:

Vi = Bo + Bix1i + BaXai + -+ Prxgi + & = X(B+ g

Mozemy sprawdzi¢, czy parametry modelu sg stabilne w prébie, za pomocg nastepujgcych krokéw:
1. Podziel prébe na dwie podpréby Ai B
Oszacuj model na podstawie dwdch podpréb (B4 i Bg). Oblicz reszty ey;.

2
3. Oszacuj model wykorzystujgc wszystkie obserwacje. Oblicz reszty ep;.
4

Oblicz SSEy = Zief,i oraz SSER = Zieﬁi

5. Zweryfikuj hipoteze
Ho: Ba = Bs
o statystyce:

_ (SSEr —SSEp)/(K+1)
"~ SSEy/(N—2(K +1)) = WN-2(K+1)

6. Podejmij decyzje: odrzucamy Hy, jezeli F > F,

Przyktad 10.1.
Test Chowa

Na podstawie danych z pliku utown.gdt sprawdzono, czy parametry modelu wyjasniajgcego
ceny nieruchomosci (price, 1000USD) przez powierzchnie (sqft, 100 sq. feet) sg takie
same dla dwdch lokalizacji, blisko uniwersytetu (utown = 1) lub daleko od uniwersytetu.

Pomocnicze réwnanie regresji dla testu Chowa
Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-1000
Zmienna zale zna (Y): price

wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto $¢ p
const 23,0625 6,23919 3,696 0,0002 ***
sqft 7,6642 0,24660 31,08 8,69e-149 ***
utown 28,1235 8,51058 3,305 0,00 10 **
ut_sqft 1,2795 0,33547 3,814 0,0001 ***
Test Chowa na strukturalne ré znice pozioméw ze wzgl  edu nazmienn g:utown
F(2, 996) = 1919,86 z warto sci a p 0,0000

Pytanie: jaka jest postac regresji dla obydwu lokalizacji?
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Prognoza ekonometryczna

Etapy budowy modelu ekonometrycznego

o Postawienie hipotezy badawczej

e Wybdr postaci funkcyjnej
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Prognoza ekonometryczna: wprowadzenie

The ultimate goal of a positive science is to develop a theory or hypothesis that yields valid and
meaningful predictions about phenomena not yet observed. Theory is judged by its predictive
power.

A hypothesis can't be tested by its assumptions. What is important is specifying the conditions
under which the hypothesis works. What matters is its predictive power.

Milton Friedman, 1953. The Methodology of Positive Economics.
in Essays in Positive Economics: University of Chicago Press.

Czym jest prognoza ekonometryczna?

Definicja prognozy ekonometrycznej

Whioskowanie statystyczne na temat obserwacji y; na podstawie modelu ekonometrycznego
oszacowanego na podstawie danych z okresu i = 1,2,...,N, gdziet ¢ {1,2,...,N}.

Innymi stowy, jest to analiza dotyczgca wartosci zmiennej y poza préba na podsatwie ktérej zostat
oszacowany model.
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Prognoza ex-ante vs ex-post

= Prognoza ex-ante: jest prawdziwym wnioskowaniem poza proba
Dotyczy obserwacji, dla ktdrych nie znamy realizacji

= Prognoza ex-post: ma na celu sprawdzenie jako$ci modelu
Dotyczy obserwacji, dla ktérych znamy realizacje

in-sample Ex-post Ex-ante
simulation forecast forecast

.
- r -

A
k.

L%
r

Time

1 T* T

" estimation period (today)

Dlaczego potrzebujemy prognoz?

Trafne prognozy przydatne dla:

1. Gospodarstwa domowe
np. prognozy cen nieruchomosci pomocne przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych

2. Firmy
np. doktadne prognozy kosztéw i przychoddw pomagajg podejmowaé lepsze decyzje

3. Banki

np. umiejetno$é oszacowania prawdopodobierstwa niewykonania zobowigzania zwigksza zyski

4. Decydenci z zakresu polityki gospodarczej
np. doktadne prognozy PKB, inflacji pomocne w prowadzeniu lepszej polityki monetarnej / fiskalnej

Doktadne prognozy prowadzg do lepszych decyzji!
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Przyktad prognozy inflacji w Polsce

90% & =m60% =m30% —Proj. centralna —Cel inflacyjny

) i |
1791 1841 1991

2091 21g1 2241 224

Zrédto: Narodowy Bank Polski, Raport o Inflacji

Prognozowanie - wprowadzenie

Rodzaje prognoz
= |losciowa /oparta o model statystyczny
= Jakosciowa /oparta o wiedze ekspercka

= Mieszana / wykorzystujgca wiedze ekspertdw oraz modele statystyczne

Ogélna charakterystyka prognoz:

= Prognozowanie opiera sie na zatozeniu, ze zaleznosci w probie sg prawdziwe poza proba.
Zastanow sie, czy nie wystqgpity zmiany strukturalne

= Prognozy sg zawsze btedne
Jednak niektére metody / modele mogq dostarczaé trafniejszych prognoz niz inne
George Box: All models are wrong, but some are useful

=  Prognozy szeregdw czasowych sg zwykle doktadniejsze dla krétszych horyzontéw prognozy
Nie nalezy poréwnywac prognoz dla réznych horyzontow
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Prognoza ex-ante

Prognoza ex-ante forecast: zatozenia

Etapy liczenia prognozy ex-ante

Ustalenie celu i horyzontu prognozy

Zbudowanie oraz weryfikacja modelu ekonometrycznego

Ustalenie wartosci zmiennych objasniajgcych w horyzoncie prognozy
Obliczenie prognozy punktowej

Obliczenie przedziatu ufnosci dla prognozy

uhwN e

Warunki, ktére powinny by¢ spetnione, aby méc wykorzysta¢ model
Vi =PBo+ Pix; + &
do obliczenia prognozy dla okresu 7 > N:

1. Model musi by¢ kompleksowo i pozytywnie zweryfikowany
(spetnienie zatozenn MNK, poprawna postac funkcyjna, stabilno$¢ parametrow)

2. Dysponujemy wiarygodng warto$cig zmiennej objasniajacej dla okresu prognozy: x;

3. Nie oczekujemy zmian w relacji miedzy y i x w horyzoncie prognozy
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Punktowa prognoza ex-ante

Dla modelu y; = fy + fB1x; + €; oraz okresu prognozy T > N
= Warto$¢ prognozy punktowe;j
P_ 5 ~
Y: = Po+ P1x;
gdzie f; jest oszacowaniem MNK dla parametru f3;
= Jezeli nie znamy wartosci x;, wtedy wzor przyjmuje postac:
yE = Bo + Bixf
= Dla regresji z wieloma zmiennymi objasniajagcymi y; = X;B + &; powyzszy wzor to:

v =)'

gdzie X; = [1 xq; Xp; ... Xg;]" oraz B = [Bo P1 --Px]’, zaé P jest oszacowaniem MNK dla B

Przyktad 10.2.
Punktowa prognoza ex-ante

Zbudowano model objasniajgcy ceny nieruchomosci (price, 1000USD) przez powierzchnie
(sqft, 100 sq. feet)

Model: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-1000. Zmienna zale zna (Y): price
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const 30,9203 9,33699 3,312 0,00 10 **
sqft 8,59732 0,367919 23,37 1,13e- 096 ***
Sredn.aryt.zm.zale znej 247,6557 Odch.stand.zm.zale znej 42,19273
Suma kwadratéw reszt 1149512 Bt ad standardowy reszt 33,93841

Obliczono prognoze ceny mieszkania o powierzchni sqft = 40. Uzyskano wyniki:

Dla 95% przedziatu ufno ci, t(998, 0,025) = 1,962
price  prognoza bt ad exante 95% przedziat ufno sci
1001 374,813 34,3886 30 7,331- 442,295

Wzér: Pricefy,; = 30.9203 + 8.5973 x 40 = 374,813

Pytanie: jak obliczono przedziat ufnosci?
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Zrédta btedu prognozy ex-ante

Btad prognozy ex-ante

y4
1
2.
3
4
5

rédta btedu prognozy ex-ante:

Bfad losowy: & #*+0
Btad estymac;ji: [ ]
Btad zmiennych egzogenicznych: xP #x,

Bfad specyfikacji modelu

Zmiana strukturalna w okresie prognozy

Jesli znamy prawdziwy model (optymalna prognoza), nie mozemy unikng¢ btedu (1)
Dla modelu jednowymiarowego mozemy obliczy¢ btedy (1) i (2) = kolejne slajdy
W przypadku modeli wielowymiarowych mozemy réwniez obliczy¢ btad (3)

Btedy (4) i (5) mozna zminimalizowad, jesli poswiecimy czas na zbudowanie dobrego modelu.

Low Bias

High Bias

Btad prognozy ex-ante a rozmiar modelu

Zmieniajac specyfikacje modelu wptywamy na btedy estymacji i specyfikacji, czyli tzw.:
variance / bias trade-off:

Duze / skomplikowane modele

] Wiele parametrow - wysoki btad estymacji (high variance)
. Wiele zmiennych objasniajacych - dobra specyfikacja (low bias)
Mate / proste modele
. Niewiele parametréow - niski btad estymacji (low variance)
] Niewiele zmiennych objasniajacych - potencjalny btad specyfikacji (high bias)

Ktéry efekt dominuje? Nie wiemy i musimy to sprawdzié

Low Variance High Variance

Total Error

Variance

Optimum Model Complexity

Error

Model Complexity
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Kwantyfikacja btedu prognozy ex-ante

Dekompozycja btedu prognozy na btad losowy oraz btgd estymac;ji

ef =y~ W =xB+e)-xB= & +xB-B)
btad losowy  blad estymacji

Wz6r na wariancje btedu prognozy ex-ante:

Var(ef) =Var(e,) + x’TVar(ﬁ)xT 2Cov(e, x.(B — ﬁ))
0

podstawiajgc oszacowania:
= Var(s;) = s?
= Var(B) = s2(X'X)"!
otrzymujemy :
Var(ef) = s? + s2x,(X'X) "1x, = s?[1 + x;(X'X) " 1x,]
Zauwaz, ze w przypadku modelu z jedng zmienng objasniajgcg wzér upraszcza sie do:

1 (x,—x)?
Var(ef)=sz 1+N+m
i

Kwantyfikacja btedu prognozy ex-ante

Bfad standardowy prognozy ex-ante:

SP = /Var(eP) = sy1 + xL(X'X)"1x,

oraz dla modelu z jedng zmienng objasniajaca :

1 (x;—x)2
S‘f=5\/1+ﬁ+m

Powyzsza wartos¢ jest najmniejsza dla x; = x

A
—* Yo + .5elf)
// ‘

- A
o Yo

T p———

“
ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ Yo — feself)

- - Xo
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Prognoza przedziatowa

Jezeli sktadnik losowy ma rozktad normalny, tj. &, ~ N(0, 62), to:

Implikuje to:

P(—ty<ul<tl))=1-a

za$ po podstawieniu ef =y, — yF otrzymujemy:

P —toSE <y, <yl —tzSH)=1—-a

Sprawdz powyzszy wzor dla przyktadu 10.2., tj. modelu cen nieruchomosci:

4ci, t(998, 0,025) = 1,962
ad ex ante 95% przedziat ufno sci

307,331- 442,295

Dla 95% przedziatu ufno
price  prognoza bt

1001 374,813 34,3886

Prognoza ex-post
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Prognoza ex-post

= Zwykle pracujemy z modelami, ktére dobrze dziataty w przesztosci

= Przy ewaluacji prognozy ex post zadajemy pytanie:
jak dobre bytby prognozy z modelu, gdyby byt uzywany w przesztosci

* Innymi stowy, poréwnujemy prognozy y£ do realizacji y,

= Robimy to, aby méc oceni¢ jako$¢ modelu

in-sample Ex-post Ex-ante
simulation r forecast L forecast

-~ r

M
\
v

%
-

Time

1 T T
(today)

- -

estimation period

Prognoza ex-post

= Dla modeli opartych o dane

przekrojowe podziat préby na o

obserwacje wykorzystywane do
estymacji parametrow (training @

sample) oraz weryfikacji wtasno$ci
prognostycznych (testing sample) jest Training

Test

arbitralny

= 7 tego powodu czesto stosowana jest
walidacja krzyzowa (k-fold cross ‘

. . ] I ion 1 Te Trai
validation). W tym podejéciu ereten S
estymujemy model k razy, gdzie kazda

. s Iteration 2 Train ‘ Test
obserwacja jest k — 1 razy
wykorzystywana do estymacji modelu,
;. . . . Iteration 3 Train ‘ Train
zas jednokrotnie przy weryfikacji
rognoz
p g Iteration 4 Train ‘ Train
Iteration 5 Train ‘ Train

Train

Train

Test

Train

Train

Train

Train

Train

Test

Train

Train

Train

Train

Train

Test
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Prognoza ex-post: ilustracja

Fig. 3. Sequential real exchange rate forecasts.
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Zrédto: Ca’ Zorzi M. & Kolasa M. & Rubaszek M., 2017. Exchange rate forecasting with DSGE models, Journal of International Economics

Prognoza ex-post: ilustracja

Fig. 2. Actuals and Four-Quarter-Ahead Forecasts.

Journal of Money, Credit and Banking
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Zrédto: M. Kolasa & M. Rubaszek & P. Skrzypczyriski, 2012. Putting the New Keynesian DSGE Model to the Real-Time Forecasting Test,
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Miary jakosci prognozy ex-post

Sredni btad (ME - Mean Error):

1 P
ME ::E? 25 (y%_yr)

Sredni btad absolutny (MAE - Mean Absolute Error):
N+M

MAE = — lye = ¥

Pierwiastek btedu srednionkwadratowego (RMSFE - Root Mean Squared Error):

1
RMSE = |- > (v =)

T=N+1

Sredni absolutny btad procentowy (MAPE - Mean Absolute Percentage Error):
1 N+M ),__yp
MPAE = — Z =
M Ve

T=N+1

Miary jakosci prognozy ex-post

Dekompozycja btedu $§redniokwadratowego:
N+M

= D =) = U+ U3 + U}

Obcigzenie (bias):

Uf = -y")?
Elastyczno$¢ (variance):

Uz2 = (Sg — Sp)?

Niezgodnosé kierunku (correlation):
U% = ZSRSP(l - T')

gdzie Sg = M1 X(y; = 9)2, Sp = M T X — yP)? orazr = cor (yr, y7).

X0 —yh)?
U_./ Ty?

_ M(U? + U3 +U3)
Yyt

Wspétczynnik U Theila:

Zauwaz, ze:

UZ
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Przyktad 10.3. Jakos¢ prognozy ex-post

Korzystajac z pliku utown.gdt  oszacowano parametry modelu price; = By + B15qft; + &;.
Do estymacji parametrow wykorzystano 900 obserwacji (training sample), zas wartosci prognoz
obliczono dla obserwacji 901-1000 (testing sample). Uzyskano nastepujace statystyki:

Miary dokfadno sci prognoz ex post

Sredni bt ad predykcji ME = 33,016
Pierwiastek bt edu sredniokwadr. RMSE = 36,354
Sredni bt ad absolutny MAE = 33,308
Sredni bt ad procentowy MPE = 11,776
Sredni absolutny bt ad procentowy MAPE = 11,898
Wspétczynnik Theila (w procentach) | = 0,81733

Udziat obci azonosci predykc. I1"2/MSE = 0,82478
Udziat niedost.elastyczno sci 1272/MSE = 0,00083237

Udziat niezgodno sci kierunku 1372/MSE = 0,17439

Podaj interpretacje wynikéw

Zadania
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Zadanie 10.1

Na podstawie 5 rocznych obserwacji dla wydatkéw pewnego gospodarstwa domowego [tys PLN]:
y = [10810 16 26] ' oszacuj parametry modelu trendu y; = By + B; t + &. Nastepnie, dla
okreséw prognozy T = 6,7 = 8i17 = 10 oblicz:

a. Punktowa prognoze ex-ante
b. Bfad prognozy ex-ante
c. 95% oraz 90% przedziat ufnosci dla prognozy

Wartosci rozktadu t-Studenta sg nastepujace: t3 s¢, = 3.18 oraz t3 199, = 2.35

Dodatkowe informacje [sprobuj je obliczy¢ samemu, wykorzystujgc wiedze z poprzednich spotkan]:

1.1 —-0.3

o~ 2 _ 52 V-1 —
Je=2+4t 52 = x'X) [—0.3 0.1

Zadanie 10.2

Na podstawie obserwacji dotyczgcych wydatkéw pieciu gospodarstw domowych, dane w tys PLN,
y = [835410] oraz ich dochoddw, x = [14 2 6 8 10]', oszacuj parametry modelu:

Vi = Bo + Brx; + &

Jaka jest prognoza wydatkéw dla kojennych gospodarstw (7 = 6, 7, 8), wiedzac, ze x4 = 8, x; = 15
oraz xg = 10. Oblicz:

a. Punktowg prognoze ex-ante
b. Btad prognozy ex-ante
c. 95% oraz 90% przedziat ufnosci dla prognozy

Wartosci rozktadu t-Studenta s3 nastepujace: t3 5o, = 3.18 oraz t3 199, = 2.35
Dodatkowe informacje [sprobuj je obliczy¢ samemu, wykorzystujgc wiedze z poprzednich spotkan]:

1.0 -0.1
N 2 _ 14 1y -1 —
Ve =24 0.5x, §c = X'X) [_0.1 1/80
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Zadanie 10.3

Korzystajgc z danych zawartych w pliku utown.gdt  oszacuj parametry modelu
price; = Bo + P1sqft; + &

a. Uzyj testu Chowa, aby sprawdzi¢, czy zalezno$¢ miedzy ceng i powierzchnia zalezy od tego, czy
dom ma basen (zmienna pool) lub kominek (zmienna fireplace)

b. Zinterpretuj wyniki regresji pomocniczej testu Chowa.
Czy spodziewates sie zmiany statej, nachylenia, czy obydwu parametréow?

c. Powtdrz punkt a. dla logarytmicznej specyfikacji modelu
log(price;) = Bo + B1log(sqft;) + &

d. Sprawdz wystepowanie zmiany strukturalnej modelu z punktu c. wykorzystujac lokalizacje
(utown) jako zmiennag, ktéra dzieli probe na dwie czesci. Jak interpretujemy przesuniecie statej i
nachylenia w tym przypadku?

Zadanie 10.4

Korzystajgc z danych zawartych w pliku PhillipsCurve.gdt wybierz kraj oraz oszacuj model, w
ktérym inflacja () zalezy od stopy bezrobocia (u):

Ty = Bo + Prus + €

Uzyj testu Chowa, aby sprawdzi¢, czy zaleznos¢ jest stabilna w czasie

o @

Oblicz prognoze ex-ante (punktowa i przedziatowa) dla T + 1 przy zatozeniu, ze ub,; = ur

(@]

Zbuduj model dynamiczny (ADL) dla relacji miedzy 7, and u;.
d. Uzyj modelu z punktu c., aby obliczy¢ prognoze dla okresu T + 1

e. Pordéwnaj wyniki z punktéw a. i e.. Ktéra prognoza jest bardziej precyzyjna?
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Zadanie 10.5

Korzystajgc z danych zawartych w pliku CPS5.gdt oszacuj dwa modele:

M1: wage; = Py + prexper; + g
M2: In(wage;) = By + B1exper; + &;

a. Uzyj testu Chowa, aby sprawdzié, czy zaleznos$é miedzy ptaca i doswiadczeniem zalezy od tego,
czy pracownik jest kobietg (female) oraz czy nalezy do zwigzku zawodowego (union)

b. Korzystajgc z obu modeli, oblicz prognoze ex ante (punktowq i przedziatowa) dla osoby z 16 i
20-letnim doswiadczeniem.

c. Oblicz takg sama prognoze wykorzystujgc oddzielny model dla mezczyzn i kobiet. Ktora
prognoza jest bardziej doktadna?

Zadanie 10.6

Dla regresji ¥; = 2 + 1.0x; oszacowanej na podstawie 5 obserwacji. Wiemy, ze w prébie ewaluacji
prognozy ex-post (testing sample) realizacje wynoszg:

T 6 7 8 9 10
X 6 4 5 6 8
Ve 10 10 6 10 8

a. Oblicz ME / MAE / RMSE / MAPE
b. Zinterpretuj wyniki z punktu a.
c. Oblicz wspétczynnik U — Theil i jego sktadowe UZ, UZ i UZ.

d. Jakie jest gtéwne Zrédto btedu sredniokwadratowego (MSE)

198



Temat 10. Prognoza

Zadanie 10.7

Korzystajac z danych zawartych w pliku CPS5.gdt oszacuj model wage; = By + Bieduc; + &;
dla podpréby mezczyzn (variable female=0). Oszacowania, ktére powinny sie pojawic sg
nastepujace:

Model: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1-5424
Zmienna zale zna (Y): wage

wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const -9,50978 0,907687 -10,48 1,93e-025 ***
educ 2,44739 0,0635463 38,51 4,49e-287 ***

a. Na podsatwie pozostatych obserwacji oblicz miary doktadnosci prognozy ex post:
ME/MAE/RMSE/MAPE

b. Zinterpretuj wyniki dla ME. Czy sg zgodne z oczekiwaniami?
c. Zdekomponuj MSE na U2, U2 and UZ. Jakie jest gtéwne zrédto btedu prognozy?

d. Powtdrz tego rodzaju analize dla zmiennych: married, asian, black, union

Uwaga: aby wykonac te analize, musisz wykona¢ dwa kroki w Gretl:
= Dane - Sortowanie danych przekrojowych - female
= Prdba - Zakres proby = 1:5424
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Temat 11

Modele zmiennej jakosciowej

ZUZANNA WOSKO 1 BARTLOMIEJ WISNICKI

e Rodzaje zmiennych jakos$ciowych

e Liniowy model prawdopodobienstwa
e Modele logitowe i probitowe

e Efekty kranicowe w modelu logitowym
e Tablica trafnosci

e Pseudo-R? i zliczeniowy R?

e Krzywa ROC i miara AUC
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Ogdlnie o zmiennych jakosciowych

Jak zmienne jakoSciowe pojawiajg sie w modelach
(po co?)

Jako...
e Jakosciowy regresor po prawej stronie rdwnania:
na przyktad ptec¢ (1-kobieta, 0-mezczyzna), status sptaty kredytu (1-terminowo, O-
przeterminowany)
e Jakosciowa zmienna zalezna (modele dyskretnego wyboru):
na przyktad modelowanie defaultéw firm, 1-default firmy, 0-brak defaultu
* Zmienna sezonowa:
na przyktad 1 — dla danego kwartatu roku, O - dla kwartatéw pozostatych
* Jakosciowy regresor po prawej stronie rownania objasniajgcy nadzwyczajne
wydarzenia / obserwacje nietypowe / zmienne interakcyjne (zmiana
wspotczynnikéw nachylenia)

Zmienna sezonowa (dane kwartalne): Zmienna opisujaca zdarzenie
nadzwyczajne:
$3,7=[0 0 1 0 0 0 1 ..] ZT=[0 0 0 1 0 0 0 ..]

Trzeci kwartat kazdego ro$ / /

Zdarzenie nadzwyczajne
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Rodzaje zmiennych jakosciowych

= Binarne (dychotomiczne):
na przyktad ptec¢ (kobieta=1, mezczyzna=0)

= Wielomianowe:
sposob dojazdu do pracy —> subway=1, bus=2, tram=3, bike=4, taxi=5

= Wielomianowe uporzadkowane (uporzgdkowanego wyboru):
credit ratings (S&P) —> AAA =1, AA+=2, AA =3, etc.

= Licznikowe (count data):
liczba wizyt u lekarza grupy wybranych oséb — 23 wizyty, 12 wizyt etc.

Liniowy Model Prawdopodobienstwa
(LMP)
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Modelowanie zmiennej jakosciowej (binarnej)

Zatdzmy nastepujaca regresje:

K
Vi :ﬁo+2. 1,3jxij +e;
]:

jezeliy; > 0,
0 wpp

*

gdzie y; zdefiniowano jako: 1
Yi = {

y; jest zmienng nieobserwowalna (latent variable). To co obserwujemy, to tylko binarna
zmienna y;.

yi mozemy utozsamiac ze ,sktonnoscia” jednostkiido y; = 1.

Specyfikacja LMP

Jesli nie przejmujemy sie tym, ze zmienna objasniana jest zmienng binarng, specyfikacja
modelu wyglada jak w przyktadzie ponize;j:

yi=a«a + ﬁoxli + ‘81.7('21' + ﬁ2x3i + €t t:1, e N
y; - zmienna jako$ciowa — czy student mieszka z rodzicami (y=1) czy nie (y=0)

X1; — rok studiéw (od 1 do 5)
X,; —dochdd rodziny studenta
Xx3; — pte¢ studenta (1-kobieta, 0-mezczyzna)

Niestety, kiedy uzywamy MNK wdwczas oszacowane wartosci y mogg znalez¢ sie nie
tylko w przedziale [0, 1] ale réwniez poza tym przedziatem.

Ponadto, pojawia sie czesto heteroskedastycznos¢ sktadnika losowego (lepiej uzyé
wtedy UMNK zamiast KMNK).

Interpretacja parametrow:

Zmiana prawdopodobieristwa p; na skutek jednostkowej zmiany x; (ceteris paribus).
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Specyfikacja LMP

Oszacowane wartosci y sg poza przedziatem [0, 1]

Empiryczne i wyréwnane wartosci zmiennej: Y

1.2 N T T T = T
wyréwnane X x
empiryczne +
1+ +g+ + o+ + + - ++ e
X
0.8 - ~
%
X x *
0.6 B
X
X
0.4 X X X -
X X x
0.2 5 K% x 1
X
% x
x % X
0fF++ b B e gl B b b e At K et Fe+ S FRFERIINE SR
X X X x X
-0.2 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Modele logitowe i probitowe
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Model logitowy/probitowy

Problem z LMP: szacowane wartosci zmiennych objasniajgcych moga znajdowaé sie poza
przedziatem [0, 1]

Idea: Transformacja zmiennej zaleznej. Dwie popularne opcje:
- Dystrybuanta rozkfadu logistycznego: model logitowy
- Dystrybuanta rozktadu normalnego: model probitowy

Ponizej funkcja gestosci rozktadu logistycznego (wykres lewy) oraz dystrybuanty rozktadu
logistycznego (wykres prawy).

0.3 ‘ : : ‘ 10

=

=

0.8

L L R R L R

O O 0 o

0.2

wim w » ®
LD T (1
=i R W N

BB

0.6

0.4

— u=b,s=2"]
— u=9,s=3
0.2k k=9, 5=4 ]
— pu=6,s=2
— pu=2,s=1
0'0—5 0 5 llO 15 20
Transformacja logitowa
Dystrybuanta rozktadu logistycznego:
7.
e” k
Flogistic[zi] = 1+ b Zi=Po+ i Bjxij
k eﬁo+2§-{=1 Bjxij 7. = In F(Z;)
Fiogisti Bo+2ﬁ-x-- FTTI—F(zZ,
ogistie = 7=y 1+ eﬁo+2?=1 Bjxij ( L)
k
In Bo + Z Bjxij — Model logitowy
i=1
A
lloraz szans
(odds ratio) logit
pd Dokonalismy monotonicznej transformacji
F71[P] <——  prawdopodobienstwa z przedziatu (0; 1) do
przedziatu (-e=; + o) poprzez transformacje
logistyczna.
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Transformacja probitowa

Dystrybuanta rozktadu normalnego:

Zi 1 SZ
Frormai [ZL'] = f E exp <_ 7) ds

k

gdzie Zi = ﬁO + ) 1,8jxij
]=

Jest zmienng losowgq o standaryzowanym rozktadzie normalnym

k
n_olrmal[Pi] = fo + ] 1ﬂjxij

Estymacja Metodg Najwiekszej Wiarygodnosci

Szukamy wektora parametréw beta, ktéry daje najwieksze prawdopodobienstwo uzyskania
empirycznych wartosci y. Dlatego budujemy funkcje wiarygodnosci, ktéra jest
prawdopodobienstwem uzyskania konkretnego wyniku dla obserwacji zmiennej y (czyli iloczynem
prawdopodobienstwa uzyskania wyniku = 1 dla konkretnej obserwacji (obserwacje sg niezalezne)

yi€{0,1}= P(y; =1) =p; P(y) =p' (1 —p)t7i

L=TL,P(y) =ML, p/'(1 —p)t7i

=

Celem jest znalezienie parametrow modelu (f;), ktére maksymalizymalizuja funkcje wiarygodnosci.
Ze wzgleddw praktycznych logarytmizujemy funkcje L

In(L) = I, In(p) + (1 = y)In(1 - py) gdzie  pi= ——7
n

In(L) = Z yiZi —In(1 + %) Zi=po+ z Bjxij
i=1 j=1
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Specyfikacja modelu logitowego/probitowego

n
In(@) = ) yiZi = In(1 + %) Zi=pot ) By
i=1 /=

Funkcja L osigga maksimum gdy dla kazdegoj=0, 1, 2, ..., K

alnL [ l S =0
E Vi — --=E —pilxij =
B; l 1+eZl £ iri

Suma wartosci odchylen zmiennej zaleznej od p;, czyli prawdopodobieristwa ze y; wyniesie 1 jest
réwna zeru.

Rozwigzujemy k+1 rownan celem znalezienia wartosci f3;.
Réwnania nie sg liniowe: stosujemy metody numeryczne

Estymacja Metodg Najwiekszej Wiarygodnosci

Szukamy wektora parametréw beta, ktéry daje najwieksze prawdopodobienstwo uzyskania
empirycznych wartosci y. Dlatego budujemy funkcje wiarygodnosci, ktéra jest funkcjg gestosci
wektora sktadnika losowego e.

Jest ona réwna iloczynowi funkcji gestosci wszystkich e,~N(0,0?).
Obserwacje sg niezalezne, dlatego taczne prawdopodobienstwo jest iloczynem
prawdopodobienstw pojedynczych obserwacji.

Zmienne losowe sg nieobserwowalne. Ale wiemy, ze zmienna zalezna jest funkcja e,
Zatem jest rowniez losowa oraz zwigzek miedzy tymi funkcjami gestosci moze by¢
zaprezentowany jako:

fOD =g | fle)=fle) =1 yi~IN(xB,a?I)

del

Funkcja wiarygodnosci (tgczna funkcja gestosci obserwacji) ma nastepujgcg formute:

N
ty =fvY2 Y0 = 1_L=1f(3’i)

n
L=in fy = z.zllnf ()’i) —— Ale maksymalizujemy logarytmy, co nie

2 . . L
zmienia rezultatéw optymalizacji
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Specyfikacja modelu logitowego/probitowego

k

yi=PBot+ ) 1Bjxij+ei
]:

To co mozemy prognozowac w przypadku y, to prawdopodobienstwo y rownego 1
dla danej i-tej obserwaciji:

K K
e; > —(Bo + ijlﬁjxij)l =1-F l—(ﬁo + ijlﬂjxij)l

Pi=Py;=1)=P

Jezeli rozktad e jest symetryczny, wéwczas 1-F(-Z)=F(Z), zatem prawdopodobienstwo
,1” dla i-tej obserwacji jest rowne:

P, = F[Bo + Xk, Bjxij]

Przyktad 11.1
(Cieslak, ,,Prognozowanie gospodarcze”, przyktad 4.5, s. 138)

W miesigcach kwiecien-czerwiec przeprowadzono w Kanadzie badanie 5315 kobiet, ktére do
momentu badania przez 60 miesiecy byty mezatkami. Badanie dotyczyto bezdzietnosci. Zmienna Y
byta réwna 1 gdy kobieta byta bezdzietna, Y = 0 gdy kobieta miata jedno lub wiecej dzieci.

Jako zmienne objasniajace wybrano:
X1 —miejsce zamieszkania (x;; = 1 dla miasta and x,; = 0 dla wsi),

X2 — poziom wyksztatcenia (x,; = 1, gdy kobieta skoriczyta co najwyzej szkote $rednig, i x,;=0w
innym wypadku),

X3 - religijnos¢ (x;; = 1, gdy kobieta regularnie uczgszcza do kosciota, i x3;= 0 w innym wypadku),
X4 - wiek (x,; = 1, gdy kobieta miata 25-34 lat, i x,; = 0 w innym wypadku).

Oszacowany model ma postac:
1 —lPi =0,0001 + 0,021x;; — 0,034x,; — 0,020x3; + 0,006x,;.
Parametry przy zmiennych 1-3 byty statystycznie istotne; parametr przy zmiennej x, byt nieistotny.
Zinterpretuj rezultaty.

In
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Przyktad 11.1
(Cieslak, ,,Prognozowanie gospodarcze”, przyktad 4.5, s. 138)

i

Ins—— = 0,0001 +0,021x;; — 0,034x;; — 0,020x3; + 0,006xy;.

— I

Odpowiedz:

e Znaki ocen parametréw oznaczajg kierunek zaleznosci miedzy dang cechg a ryzykiem
wzglednym. Nie nalezy wiec ich interpretowac w sposéb ilosciowy!

* lloraz szans to tzw. ryzyko wzgledne, czyli w przypadku tego zadania stosunek
prawdopodobienstwa bezdzietnosci do prawdopodobieristwa posiadania dzieci.

*  Wptyw na bezdzietnos$é:

e X1: Dodatni, jesli kobieta mieszka w miescie, to wzgledne ryzyko bezdzietnosci jest wieksze, i
doktadnie rosnie e®%21 razy (czyli okoto 1,02 razy = zwieksza sie 0 2%).

e X2:Ujemny, jesli kobieta nie ma wyzszego wyksztatcenia, to wzgledne ryzyko spada e 0934 =
0,97 razy (czyli zmniejsza sie o okoto 3%).

*  X3: Ujemny, jesli kobieta jest religijna, wzgledne prawdopodobierstwo bezdzietnosci spada
e 0020= 0, 98 razy (czyli zmniejsza sie o okoto 2%).

* X4: Dodatni, jesli kobieta jest religijna, wzgledne prawdopodobienstwo bezdzietnosci spada
e0020= 0, 98 razy (czyli zmniejsza sie o okoto 2%). (zmienna nieistotna statystycznie)

Efekty krancowe w modelu logitowym/probitowym

Nie interpretujemy bezposrednio oszacowanych parametréw (jedynie znaki moga podpowiadac
kierunek zaleznosci). Trzeba obliczy¢ pochodng funkcji y po danej zmiennej egzogenicznej x. Efekt
kraricowy dla modelu logitowego:

J

k k
0P
L o -
j=1 j=1

__exBotSia Bixy) g,
[1+exp(Bo+ XK.y Bjxij)1? T/

Dla modelu probitowego:

k

aP,

ax; f(Bo + Zﬁj xij)Bj
=

J

Gdzie f to funkcja rozktadu prawdopodobieristwa standaryzowanego rozktadu normalnego.

* Poniewaz mamy do czynienia z modelem nieliniowym, efekt kraricowy zmienia sie zaleznie od
wartosci wszystkich zmiennych X. W praktyce podaje sie efekt krancowy dla $rednich wartosci
zmiennych X.

* Dla zmian logarytmu ilorazu szans w modelu logitowym efekt jest staty i rowny wartosci
parametru beta.
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Przyktad 11.2
(Cieslak, ,,Prognozowanie gospodarcze”, przyktad 4.5, s. 138)

Pytanie:

Jakie jest prawdopodobieristwo bezdzietnosci u kobiety niereligijnej ze wsi, z wyzszym
wyksztatceniem, w wieku 30 lat?

Odpowiedz:
P;
In 1 lP = 0,0001+0,021-0-0,034-0-0,020-0+ 0,006 -1 = 0,0061
— b
P;
L _ ,00061
1-P,
Pi — (1 _ Pi)e0,0061
0,0061

e

Pi = T —ao0e1 = 0:5015

Na podstawie wynikéw estymacji zaproponowanego modelu mozna stwierdzi¢, iz przewidywane
ryzyko bezdzietnosci u kobiety niereligijnej ze wsi, z wyzszym wyksztatceniem, w wieku 30 lat
wynosi 50,15%.

Weryfikacja modelu logitowego/probitowego:
Pseudo R-kwadrat

Z powodu nieliniowos$ci modelu logitowego inna miara dopasowania modelu jest
stosowana — pseudo R-kwadrat.

Pseudo-R2 McFaddena:

pseudoR? =1 —

In L —logarytm funkcji wiarygodnosci
FM - petny model, RM - model zredukowany (tylko ze stat3)

Celem tej miary jest poréwnanie alternatywnych modeli, nie stricte sama ocena, jak
model jest dopasowany do danych.
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Prognozy z modelu

Po oszacowaniu prawdopodobienstw nalezy okresli¢, czy dany poziom
prawdopodobienistwa oznacza, ze Y jest rowne "0" czy "1". Na przyktad, jesli
prawdopodobienstwo jest réwne 0.6 czy to oznacza "0" czy "1"?

Wszystko zalezy od zatozonego progu odciecia (cutoff):

standardowa reguta - prég 0.5 (50%)

zasada optymalnej wartosci progowej (Cramer 1999) dla niezbilansowane;j
préby gdzie udziat jedynek (Y = 1) w prébie stanowi prég 6. Ten prog jest

réwny sredniej wartosci zmiennej Y (mozna jg odczytac z wydruku Gretla).
Np. 0.3 (30%).

Oszacowane Prognoza (zasada | Prognoza (delta Cramera

prawdopodo standardowa) =0.40)
bieristwo
0.41 0 1
Przyktad: 0.72 1 n
0.21 0 0
0.92 1 1
0.55 1 1
0.13 0 0

Wyniki estymacji modelu

Model 1: Estymacja Logit, wykorzystane obserwacje 1-500
Zmienna zalezna (Y): Y
Biedy standardowe na bazie Hessian

Wytaczajac stata, najwigksza wartos¢ p

wspdiczynnik biad standardowy z efekt kraicowy
const -2.42710 0.422593 -5.743
X1 0.143078 0.0681603 2.099 0.0356672 Delta Cramera
X2 0.0175878 0.00288492 6.096 0.00438440
X3 -0.432675 0.190060 -2.277 -
X4 0.124280 0.18999%8 0.0309738

éredn.aryc.zm.zaleznej 0.476000 Odch.stand.zm.zaleznej 0.499924
McFadden R-kwadrat 0.080311 Skorygowany R-kwadrat 0.065860
Logarytm wiarygodnosci -318.2100 Kryt. inform. Akaike'a 646.4200

Kryt. bayes. Schwarza 667.4930 Kryt. Hannana-Quinna 654.6890 2
. ———— Zliczeniowy R* (dla
Liczba przypadkéw 'poprawnej predykcji' = 377 . .
f (beta'x) do Srednich niezaleznych zmiennych =23 - 0dC|eC|a 0,5)
Test ilorazu wiarygodnosci: Chi-kwadrat (4) [0.0000]
Przewidywane
0 1
Empiryczne 0 210 52

1 3 167

est dla zmiennej 5 (X4)

Test ilorazu wiarygodnosci (likelihood ratio test) wykorzystuje sie do testowania zerowej hipotezy, ze
podzbidr wspétczynnikéw 8 jest réwny 0. Liczba bet w petnym modelu jest réwna p, a liczba bet w modelu

zredukowanym wynosi r. (Pamietaj, ze model zredukowany to model gdzie wektor 8 w zerowej hipotezie jest rowny 0.)

Dlatego liczba bet testowanych w hipotezie zerowej jest réwna p-r .
LR = _Z[L(Mint ercept) - L(Mfull)]
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Prognozy z modelu

Zliczeniowy R?

Jest to udziat przypadkow trafionych prognoz do tacznej liczby obserwacji N.
Przypadki trafionych prognoz:

empiryczny Y =1 a prognozowany Y =1

empiryczny Y = 0 a prognozowany Y =0

Przewidywane
0 1
Empiryczne 0 210 52

1 71 167

Zlieczniowy R? = (210 + 167) / (210 + 52 + 72 + 167) = 377/500 = 75,4%

Krzywa ROC

Tablice trafnosci mozemy podzieli¢ zgodnie z diagramem

Prawdziwe TP —true positive
FP — false positive — bfad |-szego rodzaju
FN — false negative — bfad Il-giego rodzaju
TN — true negative

Przewidywane

Krzywa ROC (receiver operating characteristic) — krzywa pokazujgca kombinacje btedéw
a i B dla réznych wartosci progu odciecia (w rzeczywistosci zalezno$é pomiedzy
prawdopodobieristwem TP a FP).

P(FP) = FPR = FP / (FP+TN); P(TP) = TPR = TP / (TP+FN)

100%

P(TP) T g

: ot
0% P(FP) 100%
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AUC

AUC (A) — Area Under the Curve, proporcja powierzchni pod krzywa w relacji do
catkowitej powierzchni (réwnej 1). A € [0,5; 1] moze by¢ interpretowana jako miara
dopasowania modelu.

A=0.5 -> model losowy

A=1.0 -> perfekcyjna dyskryminacja

—_—

Tablica
/ kontyngencji

A P(FP) = FPR = FP / (FP+TN)
: P(TP) = TPR = TP / (TP+FN)

100% A\ —
/ o
P(TP) | 7
0% P(FP) 100%

Source: Wikipedia

Inne modele zmiennej jakosciowej:
(ordered choice model)

Zmienna zalezna przyjmuje wiecej niz 2 wartosci, np. 0,1,2 itd. Nie maja charakteru iloSciowego,
jednak charakteryzuje je uporzadkowanie (mozemy je poréwnaé i ustawi¢ w kolejnosci). To sg
czesto odpowiedzi z kwestionariuszy (np. jak oceniasz zajecia z ekonometrii). Moga to by¢ cechy
charakteryzujgce gospodarke, ale zawsze w pewnej hierarchii wzgledem siebie, np. rezimy kursowe.

Analogicznie jak dla zmiennej binarnej modelujemy nieobserwowalng zmienng ciagta y*. Kluczowe
jest zatem (oprocz parametréw réwnania) oszacowanie punktéw odcigcia (k;) wartosci
y* na przedziaty odpowiadajace r6znym warto$ciom zmiennej zalezne;.

0 dlay;* < kg

1 dlax; <y;* <k,
Vi =12 dlak, <y;* <K3

M dlary < y;*

Zamiast nieobserwowanej zmiennej podstawiamy y; = x;f + ¢;

Parametry modelu (wraz z punktami odciecia) szacujemy metodg MNW.
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Przyktad 11.3
Wielopoziomowy uporzagdkowany logit

Model 1: Estymacja Wielopoziomowy uporzadkowany Logit, wykorzystane
obserwacje 1-4642

Zmienna zalezna (Y): smoke

Biedy standardowe na bazie Hessian

wspdiczynnik biad standardowy z wartosé p
married -1.02774 0.100585 -10.22 1.65e-024
hisp -1.04228 0.268535 -3.881 0.0001
foreignl -0.679424 0.255121 -2.663 0.0077
alcohol 1.45779 0.165146 8.827 1.07e-018
mage 0.0106108 0.00785502 1.351 0.1767
edu -0.129759 0.0183238 -7.081 1.43e-012
fedu -0.0470623 0.0113488 ~4.147 3.37e-05
race 0.654595 0.114191 5.732 9.90e-09

-

-

L

-

-

-

-

Sredn.aryt.zm.zaleznej 0.399612 Odch.stand.zm.zaleznej 0.898863
Logarytm wiarygodnosci -2928.722 Kryt. inform. Akaike'a 5879.445
Kryt. bayes. Schwarza 5950.316 Kryt. Hannana-Quinna 5904.378

Liczba przypadkéw 'poprawnej predykcji' = 3765 (81.1%)
Test ilorazu wiarygodnosci: Chi-kwadrat(8) = 978.207 [0.0000]

-0.484520 0.242133 -2.001 0.0454 e
-0.133709 «—0.242435 -0.5516 0.5812
0.719808 0.245098 2.937 0.0033

Wspodtczynniki
interpretujemy
jakosciowo, tj. wedtug
znaku.

progi

Zadania
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Hw N Pe

Zadanie 11.1

Wykorzystujac zbior coke.gdt oszacuj model zmiennej jako$ciowej okreslajgcej wybor
napoju typu cola:

(1 — coke, 0 — pepsi)

Zastosuj model typu LMP
Zastosuj model logitowy
Zastosuj model probitowy

Ocen wykresy empirycznych i oszacowanych wartosci y.

2
3
4.
5

Zadanie 11.2

Wykorzystujac zbiér danych coke.gdt oszacuj model logitowy.
1.

Zinterpretuj oszacowania parametréw
Zinterpretuj efekty krancowe

Co znacza wyniki testu z oraz Chi-kwadrat?
Zinterpretuj zliczeniowy R-kwadrat.

Ile wynosi wartos¢ progowa prawdopodobienistwa (cutoff value) wedtug zasady
Cramera?

216




Temat 11. Modele zmiennej jakosciowej

Zadanie 11.3

Na probie 750 kobiet oszacowano model logitowy. Zmienna objasniana to zmienna binarna i jest
réowna 1 jesli kobieta byta zatrudniona w 2010. Sktonnosc¢ kobiet do pracy jest zalezna od wieku
(age), liczby lat doswiadczenia w ostatnim miejscu pracy (experience), liczby posiadanych dzieci
ponizej 6 roku zycia (children) oraz dochoddw gospodarstwa domowego w dolarach (income).
Rezultaty estymacji sg nastepujace:

const 3.217 0.564 5.701 3.5e-08
age -0.107 0.013 -8.049 3.4e-15
experience 0.130 0.013 9.866 2.9e-22
children -1.324 0.191 -6.920 1.6e-11
income 2.622e-05 7.315e-06 3.584 6.5e-04

a) Zapisz oszacowang posta¢ modelu.
b) Czy zmienne objasniajgce sg istotne?

c) Oblicz prawdopodobienstwo, ze kobieta w wieku lat 35, z doswiadczeniem 2-letnim w ostatnim
miejscu pracy, majaca 3 dzieci w wieku ponizej 6 lat byta zatrudniona, jesli roczne dochody jej
gospodarstwa domowego wynosity 50 000 dolaréw.

Zadanie 11.3, cd.

Na probie 750 kobiet oszacowano model logitowy. Zmienna objasniana to zmienna binarna i jest
réwna 1 jesli kobieta byta zatrudniona w 2010. Sktonnos¢ kobiet do pracy jest zalezna od wieku
(age), liczby lat doswiadczenia w ostatnim miejscu pracy (experience), liczby posiadanych dzieci
ponizej 6 roku zycia (children) oraz dochodéw gospodarstwa domowego w dolarach (income).
Rezultaty estymacji sg nastepujace:

const 3.217 0.564 5.701 3.5e-08
age -0.107 0.013 -8.049 3.4e-15
experience 0.130 0.013 9.866 2.9e-22
children -1.324 0.191 -6.920 1.6e-11
income 2.622e-05 7.315e-06 3.584 6.5e-04

d) Oblicz efekt krancowy dla zmiennej experience (Srednie wartosci regresoréw w prébie to: age =
41, experience = 5, children=1.1, income=40 000. Zinterpretuj rezultaty.

e) Zinterpretuj ocene parametru przy zmiennej ,,children”.
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Zadanie 11.4

Zinterpretuj rezultaty z modelu probitowego binarnej zmiennej objasniane;j:

1.0

_ —

06
L

True positive rate

04

02
1

00

0.0 02 04 06 08 10

False positive rate

AUC=0.8689377

Zadanie 11.5

Wykorzystujgc dane Bundesliga.gdt oszacuj model logitowy w 3 wersjach:
przeciwnym wypadku Win = 0)
przeciwnym wypadku Lose = 0)
0)
Wykorzystujgc odpowiednie regresory z listy zmiennych w pliku z danymi.
Pytania:
a) Ktdére zmienne sg statystycznie istotne a ktére nie?

b) Ktéry model lepiej prognozuje wynik?

Munich jest druzyng gosci?

1. Zmienng zalezng jest ,Win” (jesli druzyna gospodarzy wygrywa: Win =1, w
2. Zmienna zalezna to , Lose” (jesli druzyna gospodarzy przegrywa: Lose =1, w

3. Zmienna zalezna to ,,Draw” (jesli remis to Draw = 1, w przeciwnym wypadku Draw =

c) Jak bardzo prawdopodobienstwo zwyciestwa zmienia sie kiedy druzyng gospodarzy
jest Bayern Munich? | co sie dzieje z prawdopodobiefnstwem zwyciestwa kiedy Bayern
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Temat 12

Endogenicznos¢ w modelu ekonometrycznym

KATARZYNA BECH-WYSOCKA 1 MICHAL RUBASZEK

e Losowe zmienne objasniajace

Powrét do statystyki: metody asymptotyczne

Prawo iterowanych oczekiwan

Egzogenicznosé i endogenicznosé zmiennych objasnianych

Skutki endogenicznoséi dla estymatora MNK

Przyczyny endogenicznosci zmiennej objasnianej
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

e Postawienie hipotezy badawczej

e Wybodr postaci funkcyjnej i zbioru zmiennych objasniajacych
e Zebranie danych

° Estymacja: wybér metody

e Weryfikacja

e Zastosowanie

Przypomnienie: Zatozenia KMNK

Zatozenia KMNK (przypomnienie z Temat 2)

Al. Prawdziwy model jest nastepujacy: y = XB + €

A2.E(e) =0 oraz EX'e) =0

A3.Var(g) = 0?1

A4. X jest nielosowg macierza, ktérej rzad wynosi rank(X) = (K + 1) < N
A5.e~N(0,02I)

W Temat 12-14 skupimy sie na A2.

= A2 oznacza, ze jedynie zmienna objasniana (y) jest losowa, za$ wartosci regresorow
(xg) sa znane.

= Zatozenie o nielosowosci regresoréw moze by¢ prawdziwe w niektérych modelach,
np. w modelu trendu y; = Sy + f1t + &. W wiekszosci przypadkdw jest to tylko
uproszczenie rzeczywistosci w celu zastosowania prostszych metod analizy.

= W Tematach 12-14 bedziemy zaktadaé, ze zardowno zmienna objasniana jak i zmienne
objasniajgce s3 zmiennymi losowymi i zobaczymy jak to wptywa na wtasnosci
estymatora MNK.
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Podstawy statystyki

Kontynuacja bloku z Temat 1

Zgodnos¢ estymatora

Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa (Convergence in Probability)

Ciag zmiennych losowych X,, zbiega wedtug prawdopodobiernstwa do zmiennej losowej X,
jezeli dla dowolnego € > 0:

lim Pr(|X, — X|>¢e)=0.
n—-oo
Zapisujemy to jako

X, 2 X lub plimX, = X.

n—oo

2
Praykiad: Jezel X, = X + Y, gdzie Y ~ N5, 5), to X, > X

Uwaga: Jezeli P(X = ¢) = 1, to méwimy o zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa do wektora ¢

Zgodnos¢ estymatora

Estymator B?l jest zgodny, jezeli wraz ze wzrostem liczby obserwacji n, jego wartos¢ zbiega wedtug
prawdopodobienstwa do prawdziwej wartosci parametru §:

plimB,, = B.

n—oo
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Nieobcigzonos¢ a zgodnosc¢ estymatora

Przypadek 1: Estymator nieobcigzony, ale niezgodny:

WyobraZzmy sobie, ze na podstawie n obserwacji X; ~ iid ' (u, 6) chcemy oszacowaé parametr p.
Niech estymatorem bedzie pierwsza obserwacja (niezaleznie od liczebnosci préby), tj.:

In =Xy
Zauwazmy, ze E(i1;) = E(X,) = u, a zatem jest to estymator nieobcigzony. Jednakze, nie jest to
estymator zbiezny, poniewaz wraz ze wzrostem obserwacji [i,, nie zbiega do u:

lim Pr(|f, —u| > ¢€) = lim Pr(|X; —u| >¢&)#0
n—-oo n—-oco

Przypadek 2: Estymator obcigzony, ale zgodny:

Niech, dla poprzedniego zbioru danych, estymatorem bedzie wyrazenie:
1 1
Hp =~ 2i= X+
Zauwazmy, ze E(fi,) = u + %, a zatem jest to estymator obcigzony. Jednakze, jest to estymator

2
zgodny. W szczegdlnosci, lim E (i) = oraz lim Var(i;) = lim % = 0 implikuje:
n—-oo n-oo n—-oo

lim Pr(|f,, —u| >€) =0
n-oo

Stabe prawo wielkich liczb

Stabe Prawo Wielkich Liczb (WLLN, Weak Law of Large Numbers)

WLLN wskazuje, ze dla zmiennych 11D $rednia z préby zbiega wedtug prawdopodobienstwa do
wartosci oczekiwanej. W szczegélnosci, dla zmiennych 11D X;, gdzie E(X;) = poraz E(|X;]) < o

n
1
plim i, = plim—z Xi=u
n-ooo N ]

n-oo

WLLN dostarcza warunkéw koniecznych do upewnienia sie, ze momenty w prébie dazg do
odpowiednich momentéw w populacji.

Przyktad: Rozwazmy wielokrotny rzut monetg, dla ktdrej szanse na wyrzucenie orta lub reszki sg
identyczne. Jezeli rzucimy monetg 10 razy, prawdopodobnie proporcje ortdw i reszek nie bedg takie
same. Prawo wielkich liczb méwi, ze ze wzrostem liczby rzutéw moneta proporcja wyrzuconych
ortéw bedzie dazy¢ do 0.5.
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Zbieznos$¢ wedtug rozktadu

Zbieznos¢ wedtug rozktadu (Convergence in Distribution)

Cigg zmiennych losowych X,, zbiega wedtug rozktadu do zmiennej losowej X, jezeli:

lim Pr(X,, < x) = Fx(x),
n—-oo

gdzie Fy(x) jest dystrybuantg dla zmiennej losowej X. Zapisujemy to jako

X, - X.

= Rozktad Fy(x) nazywamy rozktadem asymptotycznym.

= Jezeli nie znamy dokfadnego rozktadu estymatora (np. gdy sktadnik losowy w modelu
ekonometrycznym nie ma rozktadu normalnego), mozemy zastanawiac sie, jak
wyglada rozktad asymptotyczny. Jest on dobrym przyblizeniem rozktadu estymatora
uzyskanego na podstawie duzej proby.

Centralne twierdzenie graniczne

Najwazniejszym zastosowaniem zbieznosci wedtug rozktadu jest Centralne Twierdzenie
Graniczne (CLT, Central Limit Theorem). Jest ono bardzo pomocne przy wyprowadzeniu
wzordw dla asymptotycznego rozktadu estymatora MNK i statystyk testowych.

Centralne Twierdzenie Graniczne (Central Limit Theorem)

Jezeli X; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, takiej samej
wartosci oczekiwanej u = E(x;) oraz (skoriczonej) wariancji 62 = Var(X;) to
zmienna losowa

Xn — H

" o/\n

ZTL

gdzie x,, = %in, zbiega wraz z liczebnoscig préby n do rozktadu N(0,1):

d
Z, - N(0,1).
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Rozktady asymptotyczne

= CLT gwarantuje, ze nawet jesli sktadniki losowe nie majg rozktadu normalnego (ale s3
iid z wartoscia oczekiwang 0 i wariancjg ¢?) to i tak dla estymatora MNK:

-1
Va(B. —B) SN (0,02 <plim %X’X) >

gdzie B:: to estymator MNK oparty n obserwacji

= (Oznacza to, ze asymptotyczny rozktad estymatora MNK jest rozktadem normalnym,
nawet jezeli nie jest spetnione zatozenie o normalnosci rozktadu sktadnikéw losowych

= A zatem, przy duzej liczebnosci proby statystyki testdw istotnosci bedg miaty rozktady
asymptotyczne rozktady normalne czy y2. Zauwazmy, ze:

d
t, —N(,1)

d 2
Fm,n_))(m/m

Przydatne zaleznosci

Twierdzenie Stuckiego (Slutsky Theorem)

p p
Niech dane bedg dwa ciagi, dla ktérych X;, - X oraz Y,, = Y, oraz ciggta funkcja g.
Implikacjami twierdzenia Stuckiego sg zaleznosci:

plim g(Xy,) = g(plim X;,) = g(X)
plimX, + Y, =plimX, +plimY, =X +Y

plim X,,¥,, = plim X,, X plimY,, = XY

Prawo iterowanych oczekiwan (LIE, Law of Iterated Expectations):

LIE mowi, ze dla dwdch zmiennych losowych X i Y zachodzi zaleznos$¢:

E(Y) = E[E(Y|X)].
Implikuje to, ze:
E(XY) = E[E(XY|X)] = E[XE(Y|X)] = Ex[XE(Y]X)]
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Model ekonometryczny
Losowe zmienne objasniajgce

Zatozenia — nowy zbior zatozen

Nielosowe regresory: Losowe regresory:
Al: Prawdziwy jest modely = XB + € Al: Prawdziwy jest modely = Xp + €
A2:E(e) =0orazE(X'e) =0 A2:E(g|X) =0
A3:Var(e) = 0?1 A3: Var(g|X) = 0?1
A4: X jest nielosowg macierzy i A4: X ma petny rzad kolumnowy
ma petny rzad kolumnowy.
A5: e~N(0, o%I) A5: £~N(0,02I)

Zatozenie A2 w modelu z losowymi regresorami implikuje (korzystamy z LIE):

Bl. E(e) = E(E(g]X)) =0
B2. E(X'e) = E(E(X'e|X)) = E(X'E(g]X)) = 0

A zatem w obu przypadkach, przy spetnieniu A1-A4, MNK jest BLUE.
Nasze zainteresowanie: co sie dzieje, gdy A2 nie jest spetnione.
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Losowe regresory:
skutki niespetnienia zatozenia A2 - obcigzenie

= Zatézmy, ze A2 nie jest spetnione, a zatem: E(g|X) = 0
= Przypomnienie, wzér na estymator MNK:
B=XX)"Xy=XX)"XXB+¢e) =p+XX)'Xe

= Sprawdzimy, czy jest to estymator nieobcigzony:

E(B)=EB+ X'X)"X'e) =
= E(B) + E[(X'X)"'X'g]
=B+ E[E(X'X)"X'e|X)] =
=B+ E[X'X)"IX'E(g|X)] # B

LIE

Niespetnienie zatozenia A2 prowadzi do

obcigzenia estymatora MNK

Egzogenicznosé

= W ekonometrii zamiast zatozenia A2, E (g|X) = 0, czesto rozpatrujemy wystepowanie
korelacji miedzy sktadnikiem losowym ¢; oraz regresorami x;; dlak = 1,2, ..., K.

= Wystepujg dwie mozliwosci:
= egzogeniczny regresor: cor(e;, x;) =0

= endogeniczny regresor: cor(e;, xy;) # 0

Jezeli spetnione s3 zatozenia:
Al: Prawdziwy jest modely = X + €
A2: Wszystkie regresory sg egzogeniczne
A3:Var(g|X) = 0?1
A4: X ma petny rzad kolumnowy
A5: £~N(0,021)

To estymator MNK jest BLUE
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Losowe regresory:
skutki niespetnienia zatozenia A2 - zgodnos¢

. ~D
Zeby sprawdzi¢, czy estymator MNK jest zgodny musimy sprawdzi¢, czy g — B. Zauwazmy, ze:

plim B = plim (X'X) "X’y = plim (X'X)"'X'(XB + £) = B + plim(X'X) " 'X'e

n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo

-1
plim (X'X)"1X'e = plim (%X’X) X plim (iX’s) [implikacje twierdzenie Stuckiego]

n—-oo n—-oo n—-oo

WLLN implikuje natomiast, ze:

1X’X ! nE NS E !

— =— ) (x;x;) = E(x;x;

n n' 1( 3 l) ( L l)
i=

n
1 1
—X'e = _Z(xisi) 5 E(x€)
n nizl

Egzogeniczne regresory: E(x;€;) = 0, za$ estymator E jest zgodny

Endogeniczne regresory: E(Xx;€;) # 0, za$ estymator i§ nie jest zgodny

Przyktad 12.1. Endogenicznos¢ regresorow
a zgodnos¢ estymatora MNK

W pakiecie R (plik T12.R ) wygenerowano szeregi z nastepujgcego DGP (data generating proces):

X ~N(0,02); & ~N(0,08); cor(xy, &) =p; yi =Po+Pixi + ¢
Zatozono nastepujgce wartosci parametréow:
M1: By =1; 1 =1;0, = 1; 0, = 1; p = 0.0 [egzogeniczny regresor]
M2: 3y =1; 1 =1;0, =1; 0, =1; p = 0.5 [endogeniczny regresor]

Nastepnie, na podstawie rosnacej liczby obserwacji oszacowano parametr 3,

Model 1: Model 2:

25

20
1

15

b_hat
b_hat

08 10 12 14 168 18 20 22

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

nobs nobs

Pytanie: dlaczego oszacowania z modelu 2 nie zbiegajg do f; = 1?
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Przyczyny endogenicznosci regresorow

Przyczyny endogenicznosci regresora x; moga by¢ nastepujace:
1. Btad pomiaru zmiennej x;, (nie posiadamy doktadnych danych)

2. Pominiecie zmiennej objasniajagcej z (omitted variable), ktdra jest skorelowana
zaréwno ze zmienng xj jak i zmienng objasniang y

3. Symultanicznosé: wystepuje sprzezenie zwrotne miedzy zmiennymi x i y, czyli gdy
zmiana y prowadzi do zmian wartosci xj,

4. Autokorelacja sktadnika losowego w modelach autoregresyjnych

Endogenicznos¢: btgd pomiaru

= Zatézimy, ze prawdziwa zaleznos$¢ jest dana przez model (z egzogenicznym regresorem):
—_ *
Yi = PBo+ Bixi + &

= Estymacja powyzszego modelu nie jest mozliwa, poniewaz nie znamy wartosci x*.
Obserwujemy jedynie zmienng x, ktora jest nieprecyzyjng miarg (tj. proxy) dla x*:

x; = x; +u,
gdzie u ma warto$¢ oczekiwang 0, wariancje o;2 i jest nieskorelowana z x* oraz €.

=  Po potaczeniu obydwu réwnan uzyskujemy model:

Vi = Bo + Bixi + vy,
w ktorym v; = (g — B1u;). W modelu tym zachodzi zaleznosé:

cov(x;,vi) = cov((x} +w), (& — Prwy)) = —B1o # 0,

= A zatem Xx; jest endogenicznym regresorem, zas estymator MNK nie jest zgodny!
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Pominiecie zmiennej objasniajgcej

= Zatézmy, ze prawdziwy jest nastepujgcy model:
Vi = Bo+ Pixi + Pazi + &,
w ktérym cov(x, z) = y,, # 0 oraz B, # 0.
= Specyfikacja modelu empirycznego pomija istotng zmienng z (ktdra np. nie jest obserwowalna):
Vi = Po + P1xi + vy,
= Zauwazmy, ze zmienna z jest zawarta w sktadniku losowym, tj.
Vi = Baz;i + &
= W takim przypadku, zachodzi zaleznos$¢:

cov(x;,v;) = cov(xy, f22; + &) = PoVxz # 0.

= A zatem Xx; jest endogenicznym regresorem, zas estymator MNK nie jest zgodny!

Przyktad 12.2. Endogenicznos¢ w modelu AR(1) z
autokorelacja sktadnika losowego

Zbiér danych endo_ar.gdt zawiera sztucznie wygenerowany szereg czasowy dla y;,
dla ktérego DGP jest nastepujgcy

& = 0.5&_1 + uy, gdzie u,~N(0,1) igg = 0
v = 0.2y, + &, gdzieyg = 1.
Endogenicznos¢ w tym modelu wynika z tego, ze:

cov(Yi_1, &) = cov(6ye_p + €_1,0.56,_1 + u;) = 0.5var(e;_1) #0

Oszacowania parametréw modelu AR(1), y; = §y;_q + &, ilustrujg obcigzenie estymatora MNK

Model 1: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 2- 100 (N =99)
Zmienna zale zna(Y):y
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto scp
const 0,0357354 0,0961049 0,3718 0,7 108
y 1 0,640545 0,0785393 8,156 1,25e-012 ***
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Przyktad 12.3: Symultanicznos¢

W zbiorze danych wine_aus.gdt  znajduja sie nastepujgce zmienne opisujgce rynek konsumpcji i
produkcji wina w Australii w latach 1955-1974:

Q - spozycie wina na osobe (w litrach)

Pw - cena wina (relatywnie do CPI)

Pb —cena piwa (relatywnie do CPI)

A —drednie wydatki na reklame wina ($/osobe)
Y  —$redni dochdd ($/osobe)
S —koszty magazynowania (indeks).

Rynek ten mozna scharakteryzowaé nastepujgcym modelem:

popyt: In(Q;) = Bo + B1ln(Pwe) + BoIn(Pby) + B3In(Yy) + Baln(Ay) + &
podaz: In(Q;) = ay + a1In(Pw;) + ayIn(S;) + u,

Q. oraz Pw; to dwie zmienne endogeniczne w tym systemie.

Potraktujmy ten system jako dwa osobne réwnania i sprébujmy oszacowaé rozdzielnie rGwnanie
popytu i réwnanie podazy stosujgc MNK.

Przyktad 12.3: Symultanicznosé

Réwnanie popytu:
Zmienna zale zna(Y):I_Q

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const -23,6512 3,91278 -6,045 2,2 4e-05 ***
L P_w 1,15826 0,289826 3,996 0,001 2w
ILP_b -0,274827 0,607658 -0,4523 0,65 75
LY 3,21206 0,714004 4,499 0,0004 i
LA -0,602985  0,449740  -1,341 0,2000

Réwnanie podazy
Zmienna zale zna (Y):I_Q

wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const -15,5671 0,848016  -18,36 1,2 1le-012 ***
I_P_w 2,14495 0,238546 8,992 7,18e -08 ***
IS 1,38255 0,154509 8,948 7,69e-0 8

Pytania:
= Ktdre regresory mogg by¢ endogeniczne w danych modelach?

= Czy znaki oszacowanych parametréw pokrywaja sie z teorig ekonomii?
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Przyktad 12.4. Endogenicznos$c¢ regresorow

Dlaczego regresory w ponizszych modelach sg endogeniczne?
A. Lepsze wyksztatcenie powoduje wyzsze zarobki.

B. Znajomos¢ ekonometrii prowadzi do wiekszego zainteresowania pakietem Gretl.

Odpowiedzi:

A. Ukryta zmienna: poziom wyksztatcenia oraz zarobki mogg by¢ ksztattowane przez
wspdlny czynnik (np. inteligencja), ktérego nie uwzglednilismy w modelu. Zmienna
wyksztatcenie jest skorelowana ze sktadnikiem losowym, ktdry zawiera informacje
dotyczaca czynnikdw wptywajacych na y, ktére nie zostaty w modelu uwzglednione.

B. Symultanicznosé. W tym przyktadzie istotnym pytaniem jest to, co jest przyczyng i
skutkiem. Zalezno$¢ prawdopodobnie jest obustronna.

Zadania
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Zadanie 12.1

W trakcie zaje¢ dowiedzielismy sie jak powazne sg konsekwencje btednego pomiaru regresora.
Czy btad pomiaru zmiennej objasniajacej y jest rownie problematyczny?

Rozwazmy model:

yi =Bo+Bixi + &,
w ktérym badamy wptyw zmiennej x na y*. Niestety, obserwujemy tylko zmienna y (tj. jej proxy):

Yi = yl* + Ui,
gdzie u to sktadnik losowy ze $rednig 0 i wariancja 6,2, nieskorelowany z x oraz «.

a. Zapisz model, ktdry mozemy oszacowaé na podstawie dostepnych danych
b. Sprawdz czy estymator MNK B} jest zgodny

c. Oblicz wariancje estymatora MNK w tym modelu. Poréwnaj jg do wariancji estymatora MNK w
modelu, w ktérym zmienna y* jest obserwowalna.

d. Jakie sg konsekwencje btedu pomiaru zmiennej objasniane;j?

Zadanie 12.2

Przeprowadzmy symulacje, ktéra pozwoli nam okresli¢ wptyw btedu pomiaru w praktyce.
W pliku BladPomiaru.gdt znajdujg sie nastepujace zmienne:
= xstar - ,prawdziwe” wartosci x*, ktore zostaty wylosowane z rozktadu N (0,1)
= ystar —,prawdziwe” wartosci, ktére zostaty wykosowane z DGP:
yi =254 0.6x; + ¢;, gdzie g; ~ N'(0,1)

a. Stwodrz zmienne, ktdre sg obserwowane z btedem (przyjmij o, = 1 oraz g, = 1):
yi = vi + v, gdziev; ~ NV (0,02)
x; = x; + w;, gdzie w; ~ N (0,03)
b. Oszacujtrzy modele:
M1:y; = By + Bixi + &
M2:y; = Bo + Brx; + &
M3:y; = fo + Bixi + &
Poréwnaj oszacowania i btedy szacunku. Jakie sg wnioski przeprowadzonej analizy?

Skré¢ prébe do 100 obserwacji i powtdrz polecenia z punktu b.
d. Poréwnaj oszacowania i btedy szacunku modelu M2 dla réznych wartosci g, € {1, 2, 4, 8}

e. Poréwnaj oszacowania i btedy szacunku modelu M3 dla réznych wartosci o, € {1, 2,4, 8}
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Zadanie 12.3

ponizszych modelach?

Przeprowadz dyskusje na temat tego, co moze powodowac endogenicznos¢ regresorow w

Wptyw reklamy na sprzedaz. Firma musi zdecydowaé, ile zainwestowac¢ w reklame w celu
zwiekszenia sprzedazy swoich produktdw. Dyrektor chce wiedzieé o ile wzrosnie sprzedaz z
kazdym dodatkowym dolarem wydanym na reklame, tj.

sales; = By + fiadvert; + ¢;.

Posiadanie samochodu a ocena z ekonometrii. Rozwazana jest nastepujgca regresja opisujgca
wptyw posiadania samochodu na ocene z egzaminu z ekonometrii:

grade; = By + [icar; + ;.

Zaleznos¢ miedzy ceng nieruchomosci a wysokoscig czynszu. Celem analizy jest ustalenie jak
czynsz zalezy od wartosci nieruchomosci. Dane opisujg Srednig cene oraz stawke czynszu za
metra kwadratowy w réznych lokalizacjach Polski. Specyfikacja modelu jest nastepujaca:

HouseRent; = By + f;HousePrice; + ¢;.

Zadanie 12.4

Uzyskano nastepujgce oszacowania MNK.

Pewien naukowiec wierzy, ze poziom aktywnosci w szarej strefie gospodarki (y) jest dodatnio
powigzany z wysokoscig podatkow (x) oraz ujemnie powigzany z wydatkami rzadu na zwalczanie
szarej strefy (z). Dane o y, x oraz z obejmujg 30 krajéw rozwijajacych sie i 30 krajow rozwinietych.

Kraje rozwiniete:

M1: In(yy) = —1. %6337) + 90?5949 In(x;) — 0 64—61n(zl)

M2: In(y) = —11(36695) + 90%901 In(x;)

M3: In(y;) = —102;‘;6(% - 8)(1125431n(zl)

Kraje rozwijajace sie:

M1: In(y;) = —10%7232) + ?0%)76 In(x;) — 0 O91]n(zl)

M2: ln(yl) =-1. (8)528%— + ?0337 In(x;)

M3: In(yy) = —2. 2325‘%— 904111271n(zl)

Dodatkwo, wiadomo, ze x oraz z sg dodatnio skorelowane w obu prébach.

Jakie wnioski mozna wyciggna¢ na podstawie analizy powyzszych wynikéw?
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Zadanie 12.5

Zbidr danych GermanTrade.gdt  zawiera szeregi czasowe opisujgce wolumen eksportu w
Niemczech (oznaczane jako EX;) oraz poziom realnego efektywnego kursu walutowego dla Niemiec
(oznaczane jako REER;).

a. Dlazmiennej Aln EX; zbuduj modele AR(1), AR(2) oraz AR(4).
W kazdym zbadaj autokorelacje sktadnika losowego.
Czy ktérys z modeli nie powinien by¢ szacowany MNK? Dlaczego?

b. Uwazglednij zmienng AIn REER, i jej opdinienia poprzez zbudowanie modelu ADL dla
eksportu. Rozpatrz modele ADL(1,0), ADL(2,0), ADL(1,1), ADL(4,0) oraz ADL(1,4).
Czy zastosowanie MNK w tych modelach dostarczy zgodnych oszacowan?

Zadanie 12.6

W przyktadzie 12.1, w ktérym korzystano z pliku T12.R, wygenerowano szeregi z DGP

x; ~N(0,02); & ~N(0,08); cor(x;, &) = p; ¥ = Bo+ Brxi +&
Dla parametrow z M2 (8o = 1; f; = 1; 0, = 1; 0. = 1; p = 0.5) uzyskano wynik:

plim B, = 1.5 # B,

b_hat

08 10 12 14 16 18 20 22

a. Czy potrafisz wyjasni¢, dlaczego plim E’; = 1.5 # ;.

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

b. Korzystajac z pliku T12.R przeprowadz wiasne symulacje dla réznych wartosci
p € {0.25,0.5,0.75}. Jakie s wartosci plim 3, ? Czy widzisz zalezno$¢ miedzy p a plim fB;?

c. Przeprowadz? wiasne symulacje dla réznych wartosci o, € {1,2,4}. Jakie s wartosci plim ,/8:?
Czy widzisz zalezno$¢ miedzy o, a plim B,

d. Czy teraz potrafisz wyprowadzi¢, dlaczego w przyktadzie 12.1 plim [’?I =1.5?
Obszerna odpowiedz na to pytanie jest w Temat 13.
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Temat 13

Endogenicznosc.

Metoda zmiennych instrumentalnych

KATARZYNA BECH-WYSOCKA 1 MICHAL RUBASZEK

e Zmienne instrumentalne

Cechy zmiennej instrumentalnej: relevance i exogeneity

Prawo iterowanych oczekiwan

Estymator metody zmiennych instrumentalnych

Dobér instrumentow

Podwdjna MNK
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

e Postawienie hipotezy badawczej
o Wybdr postaci funkcyjnej

e Zebranie danych

° Estymacja: wybor metody

Zmienne instrumentalne

= Wiemy, ze jezeli regresory modeluy = XB + € sg endogeniczne, czyli E(X'e) + 0,
to estymator MNK parametru @ jest niezgodny i obcigzony.

= Wynika to z faktu, ze wzdr na estymator MNK jest rGwnoznaczny z warunkiem X'€ = 0. Dowdd:
Xe=X'(y-XB)=X'(y—XB)=X(y-XX'X)'Xy)=y—-y=0

Jak zatem otrzymac zgodne estymatory parametréw modelu z endogenicznymi regresorami?
Tworzymy zbidr dodatkowych zmiennych Z = [1 z; Z, ...z, ] spetniajgcych dwa warunki:
i Skorelowania (relevance): zmienne z; sg skorelowane z X,
Egzogenicznosci (exogeneity): zmienne z; nie sg skorelowane z €, tj. E(Z'e) = 0.
= Zmienne Z; moga zosta¢ wykorzystane przy stworzeniu zgodnego estymatora dla 8
= Zmienne te okreslamy jako zmienne instrumentalne / instrumenty

= Metoda estymacji okreslana jest jako Metoda Zmiennych Instrumentalnych (MZI)
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Metoda zmiennych instrumentalnych
Schemat przyczynowosci

X —>Y . Klgsyczhe za’foielj\ia modelu regresji
/ liniowej sg spetnione
€ = Estymator MNK jest zgodny i nieobcigzony

= Korelacja miedzy regresorem i sktadnikiem

X—Y |
osowym
N

= Estymator MNK nie jest zgodny

7 X Y =  Zmienne instrumentalne Z wptywajg na’Y

jedynie poprzez zmienng X
\8/ Mozna uzyskaé zgodne estymatory metodg

zmiennych instrumentalnych

Metoda zmiennych instrumentalnych

Intuicja metody zmiennych instrumentalnych

Przy wyznaczaniu wzoru na estymator parametru 3
Nieprawdziwy warunek estymatora MNK: X'€ = 0

Zamieniamy na prawdziwy warunek: Z’e=0

= Poszukujemy zatem wektora BM%!, dla ktérego:

28 =17'(y - XpM“) = 0.
= Zatéimy, ze Z’X jest macierzg (kwadratowg) odwracalng [warunek ten jest spetniony, gdy mamy

dokfadnie tyle samo zmiennych instrumentalnych co regresoréw - na razie skupimy sie na takim
przypadku]. W takim przypadku, rozwigzaniem powyzszego uktadu jest:

’BMZI — (le)—lzly

= EMZI jest zazwyczaj obcigzony w matych prébach, ale mozemy udowodnic, ze jest zgodny.
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Estymator MZI: zgodnos¢

. , . . ., = p . .
Zeby sprawdzi¢, czy estymator MZI jest zgodny musimy sprawdzi¢, czy BM%! — B. Zauwazmy, ze:

plim BMZ! = plim (Z'X)~'Z'y = plim (Z'X)"'Z'(XB + ) = B + plim(Z'X)"'Z'¢e

n—oo n—oo n—oo n—-oo

-1
plim (Z'X)"1Z'e = plim (% Z’X) X plim (l Z’s) [implikacje twierdzenie Stuckiego]

n-oo n—-oo n—oo

WLLN implikuje natomiast, ze:

1 1 p o .
;Z'X == *1(zix;") = E(z;X;") # 0 [warunek skorelowania instrumentéw, relevance]

1 1 p . P . .
;Z'S = ;Z?ﬂ(zisi) — E(z;g;) =0 [warunek egzogenicznosci instrumentéw, exogeneity]

A zatem:
plim BMZ = B + plim(Z'X)'Z'e =B+ 0 =B

n—-oo n—oo

za$ estymator MZI jest zgodny

Metoda zmiennych instrumentalnych
Testy istotnosci parametrow

= W MZI wzér na estymator wariancji sktadnika losowego o2 jest taki sam jak dla MNK:

_ YBMZIy/ (v _ YAMZI
o o SSE_(y—XB"H)(y - Xg"h
Mzl N—(K+1) N—(K+1)
gdzie SSE to suma kwadratow reszt.

= Z kolei asymptotyczna wariancja estymatora MZI wynosi:
Zpmzi = Var(BM?') = E[(BM*' - B)(BM*' - B)'] = 02 (Z'X) M (Z'Z)(X'Z) ™!
=  Podstawiajac za nieznang warto$¢ 2 oszacowanie sZ;, uzyskamy wzér na estymator

wariancji:
Zpmzi = Var(BM2') = s5,,(Z'X) M (Z'Z)(X'Z) 7!

= Oszacowania BM%! oraz macierz Zzmzi mozemy wykorzystac do weryfikacji hipotez
nt. wartosci parametréw tak jak to robilismy do tej poryw MNK.
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Wybdr instrumentow

= W praktyce najtrudniejszym elementem MZI jest znalezienie odpowiednich
instrumentéw. Wiemy, ze dobre instrumenty sa:

= egzogeniczne, czyli nieskorelowane ze sktadnikiem losowym

= silnie skorelowane z endogenicznymi regresorami
[najlepszym instrumentem dla egzogenicznego regresora x jest zmienna xy]

= Przypomnijmy, ze asymptotyczna wariancja estymatora MZ! to:
Var(BM4) = 02(2'X)"1(Z2'2)(X'Z)?

= Jezeli korelacja miedzy regresorami i instrumentami jest niskie, to:
= elementy macierzy Z'X sg niskie
= elementy macierzy (Z'X) ! s duze

= Var(BM%') jest wysoka, a zatem precyzja oszacowan niska.

Im silniejsza korelacja miedzy instrumentem i endogenicznym

regresorem, tym mniejsza jest wariancja estymatora MZI

Liczba instrumentow L > K

= Do tej pory omawialiSmy sytuacje, gdy liczba instrumentdw jest rowna liczbie regresordw, tj.
L = K, czyli gdy model byt doktadnie zidentyfikowany (exact identyfication)

= Mozemy jednak wykorzysta¢ wiekszg liczbe instrumentdw niz liczba regresoréw, tj. L > K, czy
gdy model jest nadmiernie zidentyfikowany (over-identification).

= W takim przypadku mozemy przeprowadzi¢ regresje MNK dla X wzgledem Z:

X=Zy+v,
dla ktérej oszacowanie parametréw wynosi:
y=(@Z'7)'7'X
i opisuje wagi przypisane poszczegdlnym instrumentdéw dla kolejnych regresoréw.

=  Po podstawieniu uzyskujemy kombinacje liniowg instrumentéw Z:

X=17y =Z(Z'7)"'Z'X,

ktéra moze by¢ wykorzystana w MZI w doktadnie zidentyfikowanym modelu:

EMZI — (X!X)—1Xry

Zauwaz, ze BMZ = (X'X) 71X’y = (X'X) "Xy, czyli wzdr na estymator MNK w regresji y na X.
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Liczba instrumentow L > K

= Procedura opisana na poprzednim slajdzie opisywana jest jako
Podwodjna Metoda Najmniejszych Kwadratow 2MNK (Two-stage least squares)

=  Kiedy mamy wiecej lub tyle samo instrumentéw co regresoréw (L > K) estymator
BMZ! mozna uzyska¢ w dwéch krokach:

Krok 1:

= (Oszacuj metodg MNK parametry modelu, w ktdrym kazdy regresor jest objasniany
przez wszystkie instrumenty:

X = Zyk + vy dlak = 1,2, .., K
Uwaga: dla egzogenicznych regresorow regresja zamienia sie w tozsamos¢, tj. X = Xg.

= Oblicz wartosci teoretyczne modeli i zapisz jako X = [1 X] X5 ... Xx].

Krok 2:

= Przeprowad? regresje MNK y na X, aby uzyska¢ wartos¢ M2l = B2MNK

= .. ale btedy szacunku oblicz, korzystajac ze

o = Var(B2MNK) = 52, (R'X)” (R'R)(X'R)

Przyktad 13.1. Podwdjna MINK

Rozwazmy model popytu na ryby:

fish; = o + B1fish_price; + ;.
Jest to typowy przyktad symultanicznosci w modelu ekonometrycznym: popyt wptywa na cene, a

cena na popyt. Wybieramy zatem 2MNK jako metode estymacji, w celu wyeliminowania
konsekwencji endogenicznosci regresora fish_price;.

Naszym wyborem zmiennej instrumentalnej jest sita wiatru. Powadd:
e pogoda wptywa na liczbe kutréw wyptywajacych w morze, a zatem na podaz i cene (relevance)

e sita wiatru nie ma bezposredniego wptywu na popyt (exogeneity)

Krok 1: Szacujemy MNK parametry modelu:
fish_price; = ag + aywind; + u;

i zapisujemy wartosci fish_price;.

Krok 2: Szacujemy MNK:
fish; = o + B1fish_price; + ¢,
a otrzymane oszacowania pochodzg z 2MNK/MZI.
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Przyktad 13.2. Problem pominietych zmiennych

Zatézmy, ze prawdziwy jest model, w ktérym ptace (w) zalezg od wyksztatcenia (s) oraz inteligencji (q):

w; = Bo + B1Si + B2q; + €.

Niestety, zmienna q jest nieobserwowalna, wiec nie mozemy jest wiaczy¢é do modelu. A zatem model
empiryczny jest nastepujacy:

w; = Bo + Bisi + e

Zauwazmy, ze inteligencja ,ukryta sie " w sktadniku losowym modelu empirycznego: e; = f,q; + ;.
Jezeli inteligencja wptywa na wyksztatcenie, tj. cov(s;, ;) > 0 (co nie jest mocnym zatozeniem), to
pojawia sie problem endogenicznosci: cov(s;, e;) > 0.

Decydujemy sie na MZI, a zatem poszukujemy instrumentu z dla zmienne;j s, ktéry:
= nie wptywa bezposrednio na zarobki
= jest skorelowany z wyksztatceniem

= jest nieskorelowany ze sktadnikiem losowym (czyli z inteligencja)

Przyktad 13.2. Problem pominietych zmiennych

Jakie sg dobre instrumenty dla wyksztatcenia w modelu ptac?

Wielu ekonomistéw sugeruje zmienne zwigzane z charakterystyka najblizszej rodziny:

=  Wyksztatcenie matki jest pozytywnie skorelowana z wyksztatceniem dziecka
[spetnia warunek relevance]

= Whyksztatcenie matki moze jednak by¢ skorelowana ze inteligencjg dziecka
[ztamanie warunku exogeneity]

Kolejna czesto wykorzystywana zmienna instrumentalna to liczba rodzenstwa.

= Zazwyczaj posiadanie duzej liczby rodzenstwa wigze sie ze stabszym wyksztatceniem
[spetnia warunek relevance]

= Liczba rodzenstwa nie wptywa na wrodzong inteligencje dziecka
[spetnia warunek exogeneity]

Zatem liczba rodzenistwa moze by¢ dobrym instrumentem endogenicznej edukacji.

Pytanie: czy znasz inne przyktady dobrych zmiennych instrumentalnych dla wyksztatcenia?
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RAwnanie ptac

= Card (1995)

Card (1995) zaktada, ze edukacja w réwnaniu ptac jest endogeniczna z powodu pominietej zdolnosci
lub btedu pomiaru edukacji. Réwnanie ptac oszacowano metodg 2MNK wykorzystujgc binarny
instrument przyjmujacy wartos¢ 1, jezeli w poblizu miejsca zamieszkania znajduje sie college, 0 w
przeciwnym przypadku. Wystepowanie college’u w poblizu zmniejsza koszty dalszego ksztatcenia
(dojazdy, wynajecie mieszkania itd.) i w najwiekszym stopniu wptywa na decyzje odnosnie
kontynuowania edukacji dzieci z biedniejszych rodzin.

Dane dostepne online http://davidcard.berkeley.edu/datan_sets.html.

= Angrist and Krueger (1991)

Réwnanie pfac jest szacowane metoda 2MNK z wykorzystaniem kwartatu urodzenia jako
instrumentu dla endogenicznego wyksztatcenia. Zaobserwowano, ze osoby urodzone w pierwszym
potroczu spedzajg przecietnie mniej lat w systemie edukacji niz osoby urodzone w drugim pétroczu.
Powodem jest prawo o obowigzku szkolnym, gdzie osoby urodzone wczesniej w roku uzyskujg wiek
pozwalajgcy na zakoriczenie edukacji w nizszej klasie, wiec mogg legalnie opusci¢ szkote z mniejsza
liczbg ukonczonych lat.

Dane dostepne online http://economics.mit.edu/faculty/angrist/datal/data/angkru1991.

Przyktad 13.3: Empiryczny model ptac

Na podstawie danych w pliku mroz.gdt 0szacowano réwnanie ptac wykorzystujagc MNK:

In(wage;) = By + f1educ; + Sexper; + filargecity; + f,unemployment; + ¢;

Model 1: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1- 428
Zmienna zale zna (Y): |_wage
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep

const -0,392798 0,202447 -1,940 O, 0530 *
educ 0,107878 0,0144368 7,472 4,56 e-013 ***
exper 0,0156353 0,00402712 3,882 0,0 001 ***
largecity 0,0636633 0,0693048 0,9186 0,3588
unemployment -0,00318791  0,0109246 -0,291 8 0,7706

Sredn.aryt.zm.zale znej 1,190173 Odch.stand.zm.zale znej 0,723198

Suma kwadratéw reszt 189,8074 Bt ad standardowy reszt 0,669864

Wsp. determ. R-kwadrat 0,150094 Skorygowany R-kw adrat 0,142057

Pytanie: Jakie sg korzysci z edukacji?

Ze wzgledu na szereg argumentdw, ze zmienna educ moze by¢ endogeniczna, postanowiono
zmieni¢ metode estymacji na 2MNK.
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Przyktad 13.3: Empiryczny model ptac

Wykorzystany instrument dla zmiennej endogenicznej: liczba rodzerstwa (siblings)
Uwaga: egzogeniczne regresory sg traktowane jako instrumenty!

Krok 1 w 2MNK:
educ; = ag + aysiblings; + a,exper; + azlargecity; + a,unemployment; + y;

Model 2: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacje 1- 753, Zmienna zale zna (Y): educ
wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 11,2286 0,299248 3752 41 2e-174 ***
siblings 0,0362526  0,0355316 1,020 0 ,3079
exper 0,0182131  0,0101621 1,792 0,07 35 *
largecity 0,728212  0,174355 4,177 3,31e-05 ***
unemployment 0,0323116  0,0267804 1,207 0,2280
Krok 2 w 2MNK:
Model 3: Estymacja 2MNK, wykorzystane obserwacje 1- 428, Zmienna zale zna (Y): |_wage
Zmodyfikowane przez instrumenty: educ; Instrumenty: const siblings largecity unemployment exper
wspo6tczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 1,59902 2,95031 0,5420 O, 5881
educ -0,0626515  0,252348 -0,2483 0O, 8040
exper 0,0146317  0,00487474 3,002 O, 0028 ***
largecity 0,178422 0,187351 0,9523 0,3415
unemployment  0,00927582  0,0223026 0,4159 0,6777
Pytanie:

A jakie wyniki, jezeli wykorzystano by wiecej instrumentéw, np. mothereduc i fathereduc?

Przyktad 13.3: Empiryczny model ptac

Wykorzystajmy teraz wiecej instrumentéw:
liczba rodzenstwa, wyksztatcenie matki oraz wyksztatcenie ojca:

Model 4: Estymacja 2MNK, wykorzystane obserwacje 1- 428
Zmienna zale zna (Y): |_wage
Zmodyfikowane przez instrumenty: educ

Instrumenty: const siblings largecity unemployment expe r fathereduc
mothereduc
wspétczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 0,193209 0,396977 0,4867 O ,6267
exper 0,0153400 0,00408779 3,753 0 ,0002  ***
largecity 0,0974260 0,0729622 1,335 0,1825
unemployment  0,000479008  0,0112816 0,0424 6 0,9662
educ 0,0577070 0,0325654 1,772 0, 0771 *
Sredn.aryt.zm.zale znej 1,190173 Odch.stand.zm.zale znej 0,723198
Suma kwadratéw reszt  195,2266 Bt ad standardowy reszt 0,679359
Wsp. determ. R-kwadrat 0,136956 Skorygowany R-kw adrat 0,128795
F(4, 423) 5,370242 Warto s¢ pdlatestu F 0,000316
Pytania:

= Jak duze sg teraz korzysci z edukac;ji?
= (Czy sq statystycznie istotne?

= Jak zwiekszenie liczby instrumentéw wptywa na btedy standardowe?
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Zadania

Zadanie 13.1

Dany jest model liniowy y = XB + &, gdzie:
= ywektor N X 1 dla zmiennej objasnianej

= X tomacierz N X (K + 1)(by¢ moze endogenicznych) regresorow

Niech Z bedzie N X (L + 1) macierzg zmiennych instrumentalnych (z L = K). Oznaczmy
X=PX=Z(Z'Z)'2'X; 9=Py=12Z2Z'7)'Zy

Udowodnij, ze ponizsze trzy definicje estymatora B2MNK

(wskazowka: wykorzystaj wtasnosci macierzy Py):

sg identyczne

a.  PBPMNK o estymator MNK w regresji y na X
B2MNK 15 estymator MNK w regresji § na X.

¢ PB*MNK o estymator MZI w regresji y na X z X jako macierz instrumentéw.

244



Temat 13. Metoda zmiennych instrumentalnych

Zadanie 13.2

W kazdym w ponizszych przypadkéw wymysl zmienne z, ktére bytyby dobrymi instrumentami dla
endogenicznego regresora x (pamietaj o dwdch warunkach, jakie muszg spetnia¢ instrumenty).
Poszukaj odpowiedzi w ponizszych artykutach.

a. Jak konkurencja miedzy szkotami (x, mierzone jako liczba szkét w miescie) wptywa na oceny
ucznidw na koricowym egzaminie (y)?
Hoxby, C.M. (2000) ,Does competition among public schools benefit students and taxpayers?” Am. Econ. Review 90: 1209-38

b. Jakliczba policjantéw patrolujacych ulice (x) wptywa na liczbe przestepstw (y)?
Klick, J. and Tabarrok, A. (2005) ,,Using terror alert levels to estimate the effect of police on crime”
Journal of Law and Economics 48: 267-279

c. Jak cenaryb (x) wptywa na popyt na ryby (y)?
J. Angrist, K. Graddy, G. Imbens (2000) ,The Interpretation of Instrumental Variables Estimators in Simultaneous Equations
Models with an Application to the Demand for Fish” Review of Economic Studies 67: 499-527

d. Jak jakos¢ instytucji (x) wptywa PKB per capita (y)
Acemoglu, D., Johnson, S. and Robinson, J.A. (2001) , The Colonial Origins of Comparative Development: An Empirical
Investigation” American Economic Review 91: 1369-1401

Zadanie 13.3

Jednym z wazniejszych zagadnien ekonomii pracy jest wptyw dzietnosci kobiet na ich podaz pracy.
W szczegdblnosci interesujace jest o ile spada liczba godzin przepracowanych przez kobiete wraz z
urodzeniem kolejnych dzieci. Na podstawie N = 30 000 obserwacji (US Census z 1980) dla zmiennych:

supply liczba przepracowanych tygodni w roku 1979
morekids =1 jezeli kobieta ma wiecej niz dwoje dzieci
samesex = 1 jezeli pierwsza dwdjka dzieci jest tej samej ptci
age wiek kobiety

hispan =1 jezeli kobieta jest latynoska.

metodg MNK oszacowano model regresji i otrzymano nastepujgce wyniki:

supply; = 40 — 6.6morekids; — 0.05age; + 0.03hispan,.

a. Czy oszacowania zgodne s3 z teoretycznymi rozwazaniami na temat znaku zaleznosci miedzy
zmiennymi? Czy wielko$ci oszacowanych parametréw sg sensowne?

b. W modelu pomijamy wazng (nieobserwowalng) zmienng opisujaca preferencje kobiety wzgledem
pozostania w domu / pracowania. Rezultatem jest potencjalna endogeniczno$¢ zmiennej morekids.
Czy zmienna samesex jest dobrym instrumentem dla zmiennej morekids? Uzasadnij.

morekids; = 0.30 + 1.30samesex; — 0.16age; + 0.90hispan;
(0.05)  (0.02) (0.08) (0.06)

Zaproponuj inng zmienng instrumentalng odpowiednig do uzycia w tym modelu.
d. Korzystajac z instrumentu samesex; otrzymalismy nastepujace wyniki estymacji MZI:
supply; = 43.1 — 3.7morekids; — 0.03age; + 0.06hispan,;.

Czy wartosci oszacowan MZI réznig sie od wartosci oszacowan MNK? O czym moze to Swiadczy¢?
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Zadanie 13.4

Dany jest model:
INFLAT = By + BiMONEY + B;0UTPUT + ¢

gdzie:
INFLAT: tempo wzrostu cen
MONEY: tempo wzrostu podazy pienigdza,
OUTPUT: tempo wzrostu produkgji.
Teoria ekonomii sugeruje, ze: Bo=0,5; = loraz f, = —1.

Korzystajgc z danych dla 76 krajow i 1995 roku, zawartych w pliku brumm.gdt :

a. Oszacuj MNK parametry modelu i zweryfikuj:

i.  Mocna hipoteze: Bo=0p3=1i,=-1.
ii. Stabszg hipoteze: Bi=1if,=-1
b. Zmienna OUTPUT moze by¢ endogeniczna. Zaproponowano cztery zmienne instrumentalne:
INITIAL: poczatkowy poziom PKB
SCHOOL: miara poziomu wyksztatcenia spoteczeristwa
INV: inwestycje jako proporcja PKB

POPRATE: sredni przyrost populacji
Uzasadnij i sprawdz, ktére z powyzszych zmiennych sg dobrymi instrumentami dla OUTPUT.

c. Wykorzystaj pojedyncze oraz wszystkie cztery instrumenty w 2MNK estymacji modelu.
Czy otrzymane oszacowania réznia sie od tych w (a)?

d. Zweryfikuj ponownie mocng i stabszg hipoteze z (a) wykorzystujgc oszacowania IV.
Czy wnioski ptyngce z tej weryfikacji roznig sie od tych otrzymanych w (a)?

Zadanie 13.5

Analizujemy model podazy kurczakéw, ktére przez amerykanskie ministerstwo rolnictwa nazywane
sg ,,broilers”. Dane roczne z okresu 1950-2001 znajdujg sie w pliku newbroiler.gdt. Na
podstawie danych z okresu 1960-1999 oszacuj parametry modelu:

In(QPROD;) = By + f1 In(P;) + B, In(PF,) + B3TIME; + In(QPROD,_;) + &,

gdzie:
QPROD,: produkcja kurczakow
P;: indeks cen kurczakéw
PF;: indeks cen paszy dla kurczakéw

Potencjalne zmienne instrumentalne dla zmiennej P; to:

In(Y;): PKB per capita (logarytm)

In(PB;): indeks cen wotowiny (logarytm)

POPGRO: roczny procentowy przyrost populacji

In(P;_q): ceny kurczakéw (logarytm, opdznienie o 1 okres)
In(EXPTS,): eksport kurczakéw (logarytm)

a. Czyzmiennaln(QPROD;_,) jest endo czy egzogeniczna?
b. Oszacuj model podazy MNK. Przedyskutuj wyniki estymacji.
c. Oszacuj model podazy MZI z wszystkimi instrumentami. Poréwnaj wyniki z (b).

d. Wyprdébuj inne kombinacje instrumentow (jeden, dwa, inne dwa, itd.), zeby otrzymac
estymatory z jak najmniejszg wariancja.
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Zadanie 13.6

W pliku endSim.gdt  znajduja sie sztucznie wygenerowane zmienne z nastepujacego DGP:

Yi=PBo+pbixi+&, &~N(01);
gdzie cor(x;, &) = 0.6, By =0 oraz B, = 1.

a. Oszacuj MNK parametry modelu i dokonaj weryfikacji hipotezy §; = 1.

Ze wzgledu na endogeniczno$¢ regresora, zaproponowano stworzono trzy instrumenty:
Z15: cor(zy4,x;) = 0.3, cor(zy;,6) =0
Zyi: cor(zy;,x;) = 0.5, cor(zy;,&) =0

Zi: cor(zz;,x;) = 0.5, cor(zy;, &) = 0.3

b. Oszacuj MZI parametry modelu, korzystajac tylko z jednego instrumentu.
= ktéry instrument jest najlepszy?
= ktéry z instrumentéw spetnia warunki egzogenicznosci, a ktéry skorelowania?

= zweryfikuj hipoteze 1 =1

c. Oszacuj 2MNK parametry modelu wykorzystujgc 2 lub 3 instrumenty. Ktéry z modeli z punktéw
a., b. i c. jest twoim zdaniem najlepszy? Odpowiedz uzasadnij.
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Temat 14

Testy w metodzie zmiennych instrumentalnych

KATARZYNA BECH-WYSOCKA 1 MICHAL RUBASZEK

e Warunek egzogenicznosci: test J
e Staby vs silny instrument

o Test Hausmana
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Etapy budowy modelu ekonometrycznego

e Postawienie hipotezy badawczej

e Wybdr postaci funkcyjnej

e Weryfikacja

e Zastosowanie

Weryfikacja w MZI

Modele oszacowane metodg zmiennych instrumentalnych podlegajg identycznej weryfikacji
jak te oszacowane MNK tj. powinnismy zbadac o:

= poprawnos$é specyfikacji

= odpowiednie wartosci / istotnos¢ parametrow

wtasnosci sktadnika losowego (homoskedastycznosé, brak autokorelaciji, itd.)

Rdéznicg miedzy MZI i MNK jest to, ze mozemy przeprowadzi¢ dodatkowe testy zwigzane z
endogenicznoscig regresoréw:

sprawdzenie, czy regresory rzeczywiscie sg endogeniczne (i stosowanie MZI ma sens)

spetnienie przez instrumenty warunku egzogenicznosci (exogeneity)

spetnienie przez instrumenty warunku skorelowania (relevance)
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Warunek egzogenicznosci

Jednym z dwdch warunkéw, ktére muszg spetnia¢ dobre zmienne instrumentalne, jest:

[Egzogenicznoéé: zmienne z; nie sg skorelowane z €, tj. E(Z'e) = 0]

Istniejg dwa podejscia do weryfikacji, czy ten warunek jest spetniony

Metoda nieformalna. W przypadku modelu nadmiernie zidentyfikowanego, tj. gdy jest wiecej
instrumentéw niz regresoréw (L > K), mozliwe jest otrzymanie kilku zgodnych
estymatorow IV z réznych kombinacji instrumentéw. Jezeli uzyskane w ten sposéb
oszacowania sg podobne, to instrumenty sg egzogeniczne. Jezeli natomiast oszacowania
réznia sie w zaleznosci od zbioru wybranych instrumentéw moze to oznacza¢, ze niektére
lub wszystkie instrumenty nie sg egzogeniczne.

Metoda formalna: polega na przeprowadzeniu formalnego testu, ktéry jest nazywany testem
restykcji natozonych na nadmierne warunki identyfikujgce (overidentifying restrictions),
lub krécej jako J-test Sargana. Hipoteza zerowa testu:

Ho:E(zy&) =0dlal =12, ...,L

implikuje egzogenicznos¢ wszystkich instrumentdéw, zas hipoteza alternatywna mowi, ze co
najmniej jeden z instrumentdw jest skorelowany ze sktadnikiem losowym modelu.

Warunek egzogenicznosci: /-test

Intuicja testu J Sargana

Oszacowania parametréw, ktérych liczba w modeluy = X + € wynosi K + 1, moze zosta¢ uzyskana
jako rozwigzanie nastepujacych uktadéw réwnan

MNK: X'€=0 -2 K+ 1réwnanikK + 1 niewiadomych
Mzl Z€=0 L+ 1réwnaniK + 1niewiadomych

Oznacza to, ze w przypadku nadmiernych warunkéw identyfikujgcych (L > K) nie istniejq takie wartosci
ﬁ, dla ktérych wyrazenie Z'€ jest doktadnie rowne 0 (w przypadku MNK X'€ jest zawsze réwne zeru ).
Mozemy natomiast sprawdzi¢ na ile odlegtosci od zera, tj. u = Z'€ — 0 sgistotne, a na ile nie.
Statystyka J jest wazong suma kwadratéw:

J=w'@Z'D)u® y2(L-kK)

Prostsza procedura testu J:

Oszacuj model MZI i wyznacz reszty élMZ’

Dla regresji pomocniczej, w ktorej éLMZI sg objasniane przez wszystkie instrumenty, tj. egzogeniczne
regresory (z;; = x;; dlal < Lq) i instrumenty dla zmiennych endo (z;; dlal > L4):
AMZI L
& =Yoo+ Xl vixu + ZzL=L1+1 Vizi +u;,
oblicz wartosc¢ statystyki F dla restrykcji vy, +1 = V1,41 = =¥y = 0.
Przy prawdziwosci hipotezy zerowej (egzogenicznosé zmiennych instrumentalnych):

J = (L—KF 2 y2(L~K)
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Przyktad 14.1: Warunek egzogenicznosci

Na podstawie danych z pliku mroz.gdt  oszacowano 2MNK dwa modele réwnania ptac
(por. Przyktad 13.3)

Model A: Estymacja 2MNK, wykorzystane obserwacije 1- 428, Zmienna zale zna (Y): |_wage
Zmodyfikowane przez instrumenty: educ; Instrumenty: const siblings largecity unemployment exper
wspdtczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 1,59902 2,95031 05420 O, 5881
educ —-0,0626515 0,252348 -0,2483 0, 8040
exper 0,0146317 0,00487474 3,002 0, 0028 ***
largecity 0,178422 0,187351 0,9523 0,3415
unemployment  0,00927582  0,0223026 0,4159 0,6777
Model B: Estymacja 2MNK, wykorzystane obserwacije 1- 428, Zmienna zale zna (Y): |_wage
Zmodyfikowane przez instrumenty: educ; Instrumenty: const siblings largecity unemployment exper fat her educ not her educ
wspdtczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 0,193209 0,396977 0,4867 O ,6267
exper 0,0153400 0,00408779 3,753 0 ,0002 ***
largecity 0,0974260 0,0729622 1,335 0,1825
unemployment  0,000479008  0,0112816 0,0424 60,9662
educ 0,0577070 0,0325654 1,772 0, 0771 *
Pytania:

= czy oszacowania sg podobne czy rézne w zaleznosci od zbioru instrumentéw?

= Czy mamy podstawy watpi¢ w egzogenicznos$¢ instrumentow?

Przyktad 14.1: Warunek egzogenicznosci

Model B: Estymacja 2MNK, wykorzystane obserwacije 1- 428, Zmienna zale zna (Y): |_wage
Zmodyfikowane przez instrumenty: educ; Instrumenty: const siblings largecity unemployment exper f at her educ not her educ
wspdtczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto s¢p
const 0,193209 0,396977 0,4867 O ,6267
exper 0,0153400 0,00408779 3,753 0 ,0002 ***
largecity 0,0974260 0,0729622 1,335 0,1825
unemployment  0,000479008  0,0112816  0,0424 60,9662
educ 0,0577070 0,0325654 1,772 0, 0771 *

Dla modelu B, liczba instrumentéw (L = 6) jest wieksza niz liczba regresoréw (K = 4).
Mamy zatem dwa dodatkowe warunki identyfikujgce. Przeprowadzenie testu J prowadzi do
nastepujgcych wynikéw:

Test Sargana - nadmiernej identyfikacji -
Hipoteza zerowa: wszystkie instrumenty s a wa zne - uzasadnione
Statystyka testu: LM = 0,450248
zwarto sci a p = P(Chi-kwadrat(2) > 0,450248) = 0,798417

Pytania:
= Jak zinterpretowac wyniki tego testu?
= Czy wyniki sg zgodne z konkluzjami ptyngcymi z zastosowania metody nieformalnej?

= (Czy potrafisz uzyska¢ powyzsze wyniki przeprowadzajgc regresje pomocniczg?

252



Temat 14. Testy w MZI

Warunek skorelowania (relevance)
Problem stabych instrumentow

Drugim warunkiem, ktére muszg spetnia¢ dobre zmienne instrumentalne, jest:

[ Skorelowanie (relevance): zmienne instrumentalne z; sg skorelowane z x;, ]

= W celu ilustracji, rozwazmy najprostszy model liniowy z jedng zmienng objasniajgca:

Yi=Po+Pixi +&
oraz jedna zmienng instrumentalng z;.

= Jezeli cor(z;, x;) jest bliska 0, to z; nazywamy stabym instrumentem. Dlaczego?

1 — _
—_ P Py _Z l_ l_
Estymator MZI parametru f;: ﬁlMZI = giﬁ‘_gg‘_g = qZZ' 23 2
t 3 n i~ i~

Zauwaz, ze WLLN implikuje: %Z(zi -2y —¥) 5 cov(z,y)
2%z - 2)(xi — ©) 5 cov(z,x)

—MZI lim:- 3.(z;—~2) (¥~
zas twierdzenie Stuckiego: plim S =2 — Sl _)
plim ¥ (z;—2) (x;—%)

—MZI
A zatem, jezeli cov(z,x) = 0, wtedy B; , bo w mianowniku jest warto$¢ zblizona do 0.

Przyktad 14.2. Stabe instrumenty

Rozwazmy model wyjasniajgcy wptyw palenia papieroséw w cigzy na wage urodzeniowg noworodka:

In(bwght) = By + Bipacks + &,
gdzie packs to liczba paczek papieroséw wypalanych dziennie przez matke

= Podejrzewamy, ze zmienna packs moze by¢ endogeniczna (dlaczego?) i uzywamy zmiennej
cigprice, sredniej ceny paczki papieroséw w rejonie zamieszkania, jako instrumentu.

= Zaktadamy, ze zmienna cigprice jest nieskorelowana ze sktadnikiem losowym modelu
(po co nam takie zatozenie? czy uwazasz, ze jest w tym modelu spetnione?).

W pierwszym kroku 2MNK otrzymujemy:

packs = 0.067 4+ 0.0003cigprice,

czyli bardzo maty (nieistotny) wptyw.

Wykorzystujac cigprice jako instrument, w drugim kroku 2MNK otrzymujemy:
In(bwght) = 4.45 + 2.99packs.

Okazuje sie ze oszacowanie jest ztego znaku i duzej wartosci. Dlaczego?
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Warunek skorelowania: weryfikacja

= Gdy w modelu wystepuje tylko jeden endogeniczny regresor, warunek skorelowania mozna
sprawdzi¢ poprzez oszacowanie parametréw modelu z pierwszego kroku 2MNK i obliczy¢
wartos¢ statystyki F dla testu tgcznej istotnosci catego modelu.

= Jezeli warto$c tej statystyki testowe]j przekracza 10 (F°?! > 10), to nie dowoddw, ze
instrumenty sg stabe. Dla wartosci mniejszych od 10, moze wystepowac problem stabych
instrumentéw.

= W przypadku nadmiernej liczby warunkéw identyfikujgcych (L > K), mozemy mie¢ kilka
mocnych i kilka stabych instrumentéw. W takim przypadku warto wykorzystac tylko mocne
instrumenty i nie uwzgledniac¢ tych stabych.

= Co zrobi¢ gdy dysponujemy tylko stabymi instrumentami?
= Postaraj sie znalez¢ mocny instrument
= Zrezygnuj z 2MNK - zmie metode estymacji

= Moze sie okazac, ze nie mozna oszacowa¢ modelu

Przyktad 14.3. Moc instrumentéw w réwnaniu ptac

Na podstawie danych w pliku mroz.gdt ~ w réwnaniu ptac wykorzystujemy liczbe rodzenstwa,
wyksztatcenie matki i wyksztatcenie ojca jako instrumenty.

= Pierwszy krok w procedurze 2MNK:

Model 1: Estymacja KMNK, wykorzystane obserwacije 1- 753
Zmienna zale zna (Y): educ
wspdtczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sep
const 8,12227 0,330599 2457 40 2e-098 ***
largecity 0,439333 0,153597 2,860 0,0044 ***
unemployment 0,0246142 0,0233442 1,054 0,2920
mothereduc 0,189419 0,0259241 7,307 7,05e-013 ***
fathereduc 0,175124 0,0246784 7,096 2,99e-012 *** L, .
exper 00310054  0,00889130 3,487 0,0 005 * Wartos¢ statystyki
siblings 0,0139480  0,0309872 0,4501 0,6528 A
9 testowej F
Sredn.aryt.zm.zale znej 12,28685 Odch.stand.zm.zale
Suma kwadratoéw reszt 2862,283 Bt ad standardo y
Wsp. determ. R-kwadrat 0,267966 Skorygowany R-! adrat 0,262078
F(6, 746) 45,51298 Warto sépdlatestu F 1,51e-47
Logarytm wiarygodno sci—1571,205 Kryt. inform. Akaike'a 3156,410
Kryt. bayes. Schwarza 3188,778 Kryt. Hannana-Qu inna 3168,880

Pytanie: czy powinnismy sie martwi¢ problemem stabych instrumentéw w tym modelu?
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Test Hausmana na endogenicznosc¢ regresora

= Przy spetnionych zatozeniach A1-A4, estymator MNK jest BLUE, a zatem
estymator MNK jest bardziej efektywny niz estymator MZI.

= Nie chcemy stosowaé MZI, jezeli nie ma takiej potrzeby (gdy regresory sg egzogeniczne).

Jak sprawdzi¢ endogenicznosc regresoréw?

= Mozemy przeprowadzi¢ test Hausmana, dla ktérego zespot hipotez jest nastepujacy:
Hy:cov(x,e) =0 [stosujemy MNK]
Hy:cov(x,e) # 0 [stosujemy MZI]

Intuicja testu Hausmana:

Jezeli regresory sg egzogeniczny, czyli Hy jest prawdziwa, to réznica miedzy oszacowaniami MNK i
MZI jest ,,mata”. A zatem mozemy zbudowac test, ktdry sprawdza jak bardzo wazona suma
kwadratow rdznic oszacowan parametrow jest odlegta od zera. W szczegdlnosci, statystyka testu
Hausmana to:

H = (EMZI _ ’GMNK)[Var(’B‘MZI) _ Var(’BMNK))]_l(’GMZI _ ’GMNK) Hy X,

gdzie M to liczba regresordw, ktére zostaty uznane za endogeniczne w MZI.

Test Hausmana

Test Hausmana dla modelu y = X + €, w ktérym przypuszczamy, ze M regresordw jest
endogenicznych, mozemy przeprowadzi¢ tez w nastepujacy krokach:

1. Dla kazdego endogenicznego regresora xi, , gdzie m = 1,2, ..., M oszacuj parametry modelu:

ka = ZYm + Vin
2. Oblicz reszty ¥, oraz stwérz macierz V = [¥; ¥, ...Vy] o wymiarach N x M

3. Oszacuj MNK parametry modelu rozszerzonego:
y=XB+Vs+e

4. Dokonaj weryfikacji hipotezy o egzogenicznosci regresorow:
Ho: 8 = 0

Odrzucenie powyzszej hipotezy oznacza, ze co najmniej jeden regresor jest endogeniczny i powinnismy
stosowac MZI

UWAGA: W wiekszosci przypadkéw rozwazamy endogenicznos$¢ jednego regresora (M = 1). Hipoteza
zerowa moze by¢ zatem weryfikowana za pomocg testu t-Studenta.
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Przyktad 14.4: Test Hausmana w rownaniu pfac

Dla modelu z pliku mroz.gdt w réwnaniu ptac, gdzie w MZI wykorzystujemy liczbe rodzeristwa,
wyksztatcenie matki i wyksztatcenie ojca jako instrumenty.

Model A: Estymacja 2MNK, wykorzystane obserwacje 1- 428, Zmienna zale zna (Y): |_wage
Zmodyfikowane przez instrumenty: educ; Instrumenty: const siblings largecity unemployment exper f at her educ
not her educ
wspotczynnik bt ad standardowy t-Studenta warto sép

const 0,193209 0,396977 0,4867 O ,6267

exper 0,0153400 0,00408779 3,753 0 ,0002  ***

largecity 0,0974260 0,0729622 1,335 0,1825

unemployment 0,000479008  0,0112816 0,0424 6 0,9662

educ 0,0577070 0,0325654 1,772 0, 0771 *

Wyniki testu Hausmana sg nastepujace:
Hipoteza zerowa: Estymator MNK jest zgodny
Asymptotyczna statystyka testu: Chi-kwadrat(1) = 3, 11851
zwarto sci a p=0,0774076

Pytania:

= (Czy zastosowanie metody IV byto w tym modelu konieczne?

Czy potrafisz uzyska¢ dany wynik za pomocg metody opisanej na poprzednim slajdzie?

Zadania
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Zadanie 14.1

Dany jest model:
INFLAT = By + BiMONEY + B30UTPUT + ¢

gdzie:
INFLAT: tempo wzrostu cen
MONEY: tempo wzrostu podazy pienigdza,
OUTPUT: tempo wzrostu produkgji.
Teoria ekonomii sugeruje, ze: By=0,5; = loraz f, = —1.

Wykorzystaj dane brumm.gdt  z 1995 dla 76 krajéw. Wybierz jedng zmienng instrumentalng z
pozostatych zmiennych (INITIAL,SCHOOL,INV,POPRATE) oraz:

a. Przeprowadz test Hausmana do zbadania endogenicznosci zmiennej OUTPUT.
Jakie wyciagasz wnioski?

b. SprawdZ warunek egzogenicznosci dla instrumentéw z punktu a.
Zbadaj warunek skorelowania dla instrumentéw wykorzystujac test |

d. Powtdrz a.-c. dla modelu z dwoma, trzema i czterema instrumentami.
Jaki zbidr instrumentéw jest wedtug Ciebie najlepszy?

Zadanie 14.2

Analizujemy model podazy kurczakéw, ktére przez amerykanskie ministerstwo rolnictwa nazywane
s ,,broilers”. Dane roczne z okresu 1950-2001 znajdujg sie w pliku newbroiler.gdt.
Na podstawie danych z okresu 1960-1999 oszacuj parametry modelu:

In(QPROD,) = By + 1 In(P;) + B, In(PF,) + B3TIME, + In(QPROD,_;) + &,

gdzie:
QPROD,: produkcja kurczakow
P;: indeks cen kurczakéw
PF;: indeks cen paszy dla kurczakéw

Dla zmiennej P, wykorzystaj nastepujgce instrumenty:

In(Y;): PKB per capita (logarytm)

In(PB;): indeks cen wotowiny (logarytm)

POPGRO: roczny procentowy przyrost populacji

In(P;_q): ceny kurczakéw (logarytm, opdznienie o 1 okres)
In(EXPTS,): eksport kurczakéw (logarytm)

a. Zbadaj endogenicznos$é zmiennej In(P;) wykorzystujac test Hausmana.
Powtdrz test dla réznych zbioréw instrumentéw. Czy wnioski zawsze sg takie same?

b. Sprawdz, ktére instrumenty sg stabe. Zbuduj model tylko mocnymi instrumentami
c. Sprawdz czy wykorzystywane instrumenty sg egzogeniczne.

d. Czy masz teoretyczne watpliwosci co do jakosci instrumentéw?
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Zadanie 14.3

W zbiorze wine_aus.gdt  znajduja sie nastepujgce zmienne opisujgcymi rynek konsumpcji i
produkcji wina w Australii w latach 1955-1974:

Q: spozycie wina na osobe (w litrach),

Pw: cena wina (deflowana CPI),

Pb: cena piwa (deflowana CPI),

A: $rednie wydatki na reklame wina ($/osobe),
Y: $redni dochdd (S/osobe),

S: koszty magazynowania (indeks).

Rozwazmy model popytu na wino:
In(Q¢) = Bo + P1In(Pwy) + B2In(Pby) + B3In(Yy) + Baln(4y) + &

a. Oszacuj parametry modelu popytu na wino wykorzystujgc koszty magazynowania jako
instrument dla endogenicznej ceny wina.

b. Sprawdz, czy koszty magazynowania sa dobrym instrumentem.

c. Zweryfikuj czy cena wina rzeczywiscie jest endogeniczna w rownaniu popytu.

Zadanie 14.4

W zbiorze wine_aus.gdt  znajduja sie nastepujgce zmienne opisujacymi rynek konsumpcji i
produkcji wina w Australii w latach 1955-1974:

Q: spozycie wina na osobe (w litrach),

Pw: cena wina (deflowana CPI),

Pb: cena piwa (deflowana CPI),

A:  $rednie wydatki na reklame wina ($/osobe),
Y: $rednidochéd ($/osobe),

S:  koszty magazynowania (indeks).

Rozwazmy model podazy wino:

In(Q;) = ag + a1In(Pw;) + a,In(S;) + u;.

a. Oszacuj parametry modelu podazy wina wykorzystujac cene piwa, wydatki na reklame oraz
dochdd jako instrumenty dla endogenicznej ceny wina.

b. Sprawdz czy zaproponowane instrumenty spetniajg warunki skorelowania (relevance) i
egzogenicznosci (exogeneity). Wybierz najlepszg kombinacje instrumentdw.

c. Zweryfikuj czy cena wina rzeczywiscie jest endogeniczna w rownaniu podazy.
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Zadanie 14.5

supply
morekids = 1
samesex =1

age
hispan =1
siblings2=1

parametry modelu:

[Kontynuacja zadania 13.3]. Na podstawie N = 30 000 obserwacji (US Census z 1980) dla:

liczba przepracowanych tygodni w roku 1979
jezeli kobieta ma wiecej niz dwoje dzieci

jezeli pierwsza dwdjka dzieci jest tej samej ptci
wiek kobiety

jezeli kobieta jest latynoska

jezeli kobieta ma wiecej niz dwoje rodzenstwa.

supply; = By + fimorekids; + B,age; + fzhispan; + &;.

Podejrzewamy, ze zmienna morekids jest endogeniczna i wykorzystujemy zmienne:

samesex oraz siblings?2 jako instrumenty

Zadanie 14.5 cd

(0.07)  (0.04)

Regresje drugiego kroku 2MNK:

Model 1. instrument, samesex:

Model 2. instrument, siblings2:

Wyniki testu Hausman

Odpowiedz na pytania:

Regresja pierwszego kroku 2MNK:

morekids; = 0.20 + 1.15samesex; + 0.90siblings2; — 0.13age; + 0.30hispan;, R?>= 0.30
(0.03) (0.06) (0.08)

supply; = 43.1 — 3.7morekids; — 0.03age; + 0.06hispan;.

supply; = 47.3 — 3.5morekids; — 0.028age; + 0.07hispan,.
Model 3. instrumenty, samesex i siblings2:

supply; = 42.7 — 3.8morekids; — 0.032age; + 0.064hispan,;.

a dla modelu 3: y2(1) = 12.376.

a. Czy zmienne samesex i siblings2 sg stabymi czy mocnymi instrumentami?
b. Czyinstrumenty samesex i siblings2 sg egzogeniczne?

c. Czy zmienna morekids; jest endogeniczna?
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Zadanie 14.6

W pliku endSim.gdt  znajduja sie sztucznie wygenerowane zmienne z nastepujacego DGP:

Yi=PotPixite&, &~N(O1);

gdzie cor(x;, &) = 0.6, By =0 oraz §; = 1. Ze wzgledu na endogeniczno$¢ regresora stworzono
trzy instrumenty:

24t cor(zq4,x;) = 0.3, cor(zy;, &) =0
Zyit cor(zy;,x;) = 0.5, cor(zy;,&) =0

Z3;: cor(z3;, x;) = 0.5, cor(zy;, &) = 0.3

b. Oszacuj MZI parametry modelu, korzystajac tylko z jednego instrumentu.
= sprawdz endogeniczno$¢ zmiennej x za pomocg testu Hausmana
= czy instrument jest staby czy mocny?

= Dlaczego nie mozna przeprowadzic testu egzogenicznos$sc?

c. Oszacuj MZI parametry modelu wykorzystujgc 2 instrumenty:
= sprawdz endogenicznos$¢ zmiennej x za pomocg testu Hausmana
= czy instrument jest staby czy mocny?

=  czy instrumenty sg egzogeniczne?
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