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Definicja opcji

Opcja finansowa:

Warunkowy kontrakt terminowy na sprzedaz lub kupno instrumentu bazowego,
ktéry jest zawarty miedzy wystawca i nabywca opcji. Posiadacz opcji ma prawo
(nie obowiazek) nabycia instrumentu bazowego po okreslonej cenie w okreslonym
terminie.

Aby opisa¢ opcje nalezy okresli¢:

instrument bazowy (waluty, akcje, indeksy gietdowe)
rodzaj opcji (opcja kupna, opcja sprzedazy)

typ opcji (opcja europejska, opcja amerykariska)
cene wykonania (strike price)

moment wygasniecia opcji (expiration date)
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Opcje na WIG20

Oznaczenia opcji na WIG20 notowanych na GPW:

OW20ABCCC

gdzie kolejne fragmenty nazwy oznaczaja:
O: dany instrument jest opcja;
W?20: instrumentem bazowym jest indeks WIG20;

A: miesigc terminu wykonania oraz rodzaj opcji. Litery ,C", ,F" I"
oraz ,L"” oznaczaja opcje kupna o terminach wygasniecia w trzeci
piatek marca, czerwca, wrzesnia i grudnia, za$ litery ,0", ,R", \U" i
X" opisujg odpowiednie opcje sprzedazy;

B: ostatnia cyfra roku terminu wykonania opcji;

CCC: cena wykonania opcji (podzielona przez 10).
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Terminologia

O opcji kupna o cenie wykonania K i biezacej cenie instrumentu bazowego P
moéwimy, ze:

e jest w cenie’ (in-the-money) jezeli P > K;
e jest po cenie’ (at-the-money) jezeli P = K;
e .nie jest w cenie”" (out-of-the-money), jezeli P < K.

Dla opcji sprzedazy, nazewnictwo jest odwrotne.
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Proces stochastyczny w czasie ciggtym

Proces stochastyczny {Y;} w czasie ciagtym

Ciag zmiennych losowych Y;, gdzie indeks czasu t nalezy do zbioru liczb
rzeczywistych o wartosciach nieujemnych.
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Proces Wienera

Proces {w;} jest procesem Wienera (ruchy Browna) jezeli:
@ przyrost wy — ws jest niezalezny od w, dla dowolnych v <s <t
O Vo< wy —ws ~ N0, t —s);
@® trajektorie procesu {w;} sa ciagte w czasie.

Rozktad procesu Wienera oraz jego przyrostéw dw; = wi g — W;:

Wy ~ N(W07 t)
th ~ N(O,dt)
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Uogdlniony proces Wienera

Dla zmiennych z dryfem i wariancja proporcjonalng do uptywu czasu stosowany
jest uogdlniony proces Wienera {x;} postaci:

dx; = pdt + odwy,

gdzie p okresla dryf, zas o odchylenie standardowe procesu x;.

Rozktad uogélnionego procesu Wienera oraz jego przyrostéw:

x¢ ~ N(xo + pt,o?t)
dx; ~ N(pdt, o?dt)

MPGzR (rozdz. 9) Wycena opcji 7/ 23



Proces Ito

Jezeli dryf oraz zmienno$¢ procesu sa zmienne w czasie to méwimy o procesie lto,
ktérego przyrosty sa dane przez:

dXt == ILL(Xt, t)dt + J(Xt, t)th

Wartos¢ Procesu Ito jako:

t t
Xy = xo + / w(xs,s)ds + / o(xs, s)dws
0 0
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Geometryczny proces Wienera

Przyktadem procesu Ito jest geometryczny proces Wienera dla ktérego:

1(Xe, t) = pxe
o(Xe, t) = ox¢

Dynamika geometrycznego procesu Wienera:

dx; = pxedt + oxsdw;.
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Lemat Ito

Niech x; bedzie procesem lto postaci:
dxe = p(x, t)dt + o(xe, t)dwy,

za$ y; procesem stochastycznym:

yt = f(xh t)7

gdzie f jest rozniczkowalna funkcja wzgledem x; oraz t.

Dynamika y; jest dana przez:

dyt

3 o(xe, t)dws,

Bf(xt, t) 8f(Xt, t) 1 Bzf(xt, t) 2 af(Xt, t)
= )+ - ———— t)| dt
ot + Ox¢ Hlxe, 1) + 2 ox e 1) + Xt

gdzie w; jest procesem Wienera.
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Lemat lto - przyktad

Jak przyktad zastosowania lematu Ito rozwazmy przypadek, gdy x; jest
geometrycznym procesem Wienera oraz y; = f(x;, t) = Inx;, tj:

(9"—(Xt7 t) Bf(xt, t) 1 82 f-(X(»7 t) 1
,t) = ) ,t) = ) :0, = —, —Fs  =—-—"—7-.
1l ) = pxe, ol £) = oxe ot Ox¢ Xt 8xf 2xf
Podstawiajac do wzoru:
Of (xe, t)  OFf (xe, t) 1 0%f(xe,t) o Of (x¢, t)
dy: = ) — 1) dt + /22 o (xe, t)dwe,
vt ot o et e o et dtd T ol t)dwe
Uzyskujemy:

o2
dy; = (u - 2) dt + odw;.

y: jest uogélnionym procesem Wienera o dryfie 1 — 02 /2 oraz wariancji o
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Formuta Blacka-Scholesa - zatozenia

e cena instrumentu bazowego P; jest geometrycznym procesem Wienera
e nie wystepuja koszty transakcji oraz nie ma podatkéw
e rynek jest doskonale ptynny, za$ wszystkie instrumenty sa doskonale podzielne

e wszyscy uczestnicy rynku moga pozyczaé i inwestowac Srodki wedtug tej
samej procentowej r
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Formuta Blacka-Scholesa - wyprowadzenie

e Cena opcji: Yy = Y(Py,t)

e Stwoérzmy portfel sktadajacy sie z krétkiej pozycji na jedna opcje oraz
sztuk instrumentu bazowego o wartosci:

Y
OP:

A
Vi=-Yi+ =P
t t aPt t
0Y:
dVy = —dY¢ + = dP,
t t 8Pt t
e Poniewaz (zgodnie z Lematem lto):
dPt = /,LPtdt + O'Ptth
oYe Y 10%Y; , 2} Vs
Ye= |- P P2| dt + —LoPcdw;.
e [at oo et S gpz | AT Gp, o

dynamika portfela jest deterministyczna:

OYs . 102Y:
ot 2 oP?

dVy = — [ asz} dt.
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Formuta Blacka-Scholesa - wyprowadzenie

e Poniewaz stopa zwrotu z portfela V; jest deterministyczna to zgodnie z
warunkiem arbitrazu powinna ona by¢ réwna stopie wolnej od ryzyka r, czyli:

th = thdt.

e Pofaczenie zaleznosci prowadzi do uzyskania réwnania rézniczkowego
Blacka-Scholesa: 5 5 52

Y, Y: 18%Y,

L prPe

ot oP: 2 OP;

e Formuta BS dla opcji europejskiej stanowi rozwiazanie powyzszego réwnania
rézniczkowego przy warunku, ze w momencie wygasniecia T, warto$¢ opcji
Wynosi:

o2P% = rY;.

Vo — max(Yr — K,0) dla opcji kupna
"~ | max(K — Y7,0) dla opcji sprzedazy,
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Formuta Blacka-Scholesa

Wzér na cene opcji:

_ (dl) - eir(Tit)Kq)(dz) dla opcji kupna
P =Pd(—dh) + e "(T-OKd(—dy)  dla opcji sprzedazy,

gdzie ® jest dystrybuanta rozktadu normalnego, zas wartosci d; oraz d» wynosza:

In(P:/K) + (r +0%/2)(T —t)

h = VT 1
o :In(Pt/K) +(r—02/2)(T —1t)
VT 1 '
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Formuta Blacka-Scholesa - przyktad

> P <- 100; sig <- 0.25; r <- 0.10; K <- 100; tau <- 0.5
> OptP <- function(type,P,K,r,sig,tau){
dl <- (log(P/K) + (r+sig~2/2)*tau)/(sig*sqrt(tau))
d2 <- (log(P/K) + (r-sig~2/2)*tau)/(sig*sqrt(tau))
if (type == "call"){ return(P*pnorm(dl) - K¥exp(-r*tau)*pnorm(d2))}
if (type == "put") {return(K*exp(-rxtau)*pnorm(-d2) - P*pnorm(-d1))}
}
> OptP("call",P,K,r,sig,tau)
> OptP("put",P,K,r,sig,tau)

Wartosc opcji kupna: 9.58
Wartosc opcji sprzedazy: 4.71
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Greckie wskazniki w wycenie opcji

Cena opcji

Cena opcji
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Cena opcji a cena instrumentu bazowego

—— opcja kupna
< — opcja sprzedazy
N

Cena instrumentu bazowego

Cena opcji a zmiennosc

—— opcja kupna
— — opcja sprzedazy

Zmiennosc

Cena opcji

Cena opcji
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Cena opcji a stopa procentowa

—— opcja kupna
— — opcja sprzedazy
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Cena opcji a termin do wygasniecia

—— opcja kupna
— — opcja sprzedazy

stopa procentowa

termin do wygasniecia
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Greckie wskazniki w wycenie opcji

AYe.

® Cena instrumentu bazowego (delta), A = P

Aoy = ®(dh) oraz Apye = O(di) — 1
Zauwazmy, ze A,y € (0,1), Apye € (—1,0) oraz Ay — Dpue =1

2
® Druga pochodna (ga a,F:aY':aY':
ruga p na (gamma) oA = op?

Mcann = Tput = _old)
ca P P T — ¢

gdzie ¢(x) = ®’(x) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego.

® Zmiennos¢ (vega), v = %’;‘1
v=Pp(d)VT —t
® Stopa wolna od ryzyka (rho),p = %1

peatt = (T — )Ke ™" (T=9d(ds) oraz ppur = —(T — t)Ke (T~ d(—dy)

® Moment obserwacji (theta) - 6 = %:
Peo(dy)o CA(T— Peo(dy)o CA(T—
Oeat =~ BT e T=00(dh) oraz e = — LA 1 e (T da)
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Greckie wskazniki w wycenie opcji

> library (RQuantLib)
> EuropeanOption("call", P, K, O, r, tau, sig)
> EuropeanOption("put", P, K, 0, r, tau, sig)

Wspolczynniki greckie dla opcji kupna
value delta gamma vega theta rho
9.5822 0.6448 0.0211 26.3311 -12.0722 27.4472

Wspolczynniki greckie dla opcji sprzedazy

value delta gamma vega theta rho
4.7052 -0.3552 0.0211 26.3311 -2.5599 -20.1142
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Przyktad - wycena opcji na WIG20

Przyktad dotyczy wyceny opcji na podstawie danych do 30 kwietnia 2010 r. na
WIG20 o terminie wygasniecia 18 czerwca 2010 r..

Porownanie teoretycznych i rzeczywistych cen opcji

Opcje kupna

K model
0W20F0230 2300 287.5
0W20F0240 2400 213.4
0W20F0250 2500 151.6
0W20F0260 2600 102.9
0W20F0270 2700 66.7
0W20F0280 2800 41.4
0W20F0290 2900 24.5
O0W20F0300 3000 13.9

dane

266.
176.
100.
53.
23.
.16

00
45
00
05
50

3.84

.76

Opcje sprzedazy
K model dane
0W20R0180 1800
0W20R0190 1900
0W20R0200 2000
0W20R0210 2100

o= O O
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.113
.519
.872
.500
0W20R0220 2200 13.
OW20R0230 2300 28.
OW20R0240 2400 54.
OW20R0250 2500 92.
0W20R0260 2600 142.
0W20R0270 2700 206.

581
937
423
165

U w = O

.75
.20
.00
.58
12.
23.
45.
79.
990 129.
311 200.

88
66
85
50
00
55
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Przyktad - wycena opcji na WIG20

Opcja kupna Opcja sprzedazy
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21 /23



Zmiennos$¢ implikowana

e Sposréd parametréw wystepujacych w formule Blacka-Scholesa w momencie
t znane s3 wartosci ceny instrumentu bazowego Py, ceny wykonania opcji K,
stopy wolnej od ryzyka r oraz terminu wygasniecia T — t.

e Warto$¢ dla parametru opisujacego zmiennosci instrumentu bazowego o nie
jest znana

e Cena opgji jest funkcja prognozy zmiennosci:
Y =Y(o|P,K,r,T)

e Odwracajac zaleznos¢ obliczymy wartosé zmiennosci implikowanej (implied
volatility):

o= Yﬁl(Y|P,K,r,T)
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Zmiennos¢ implikowana - przyktad

opcja kupna opcja sprzedazy
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