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Rozdziaª 8. Modele Krzywej Dochodowo±ci

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R
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De�nicja krzywej dochodowo±ci

Krzywa dochodowo±ci (yield curve):
Ilustracja gra�czna struktury terminowej stóp procentowych. Opisuje zale»no±¢
mi¦dzy wysoko±ci¡ oprocentowania dªu»nych instrumentów �nansowych Rτ a
terminem ich zapadalno±ci τ .

Analizy krzywej dochodowo±ci umo»liwia wyznaczenie oczekiwa« rynku co do
przyszªego poziomu stóp procentowych. Jest to informacja pomocna w:

• Polityce monetarnej

• Zarz¡dzaniu dªugiem publicznym

• Zrz¡dzaniu �nansami przedsi¦biorstwa

• Zarz¡dzaniu �nansami gospodarstw domowych

Ponadto, ksztaªt krzywej dochodowo±ci okazuje si¦ by¢ dobrym wska¹nikiem
wyprzedzaj¡cym przyszªej sytuacji makroekonomicznej
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Krzywa dochodowo±ci w Polsce
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Spotkane ksztaªty krzywej dochodowo±ci:

• normalny

• odwrócony (inverted)

• zgarbiony (hump-shaped)

• litery S (S-shaped)
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Teorie krzywej dochodowo±ci

..1 Teoria oczekiwa«:
Ksztaªt krzywej dochodowo±ci jest determinowany przez oczekiwania
dotycz¡ce przyszªego poziomu stóp procentowych

..2 Teoria pªynno±ci:
Inwestorzy wymagaj¡ premii za trzymanie w portfelu inwestycyjnym
instrumentów dªu»nych o dªugim terminie zapadalno±ci ze wzgl¦du na ni»sz¡
pªynno±¢ tych instrumentów

..3 Teoria segmentacji rynku:
Ksztaªt krzywej dochodowo±ci jest determinowany przez relatywn¡ poda»
oraz rynkowy popyt obligacji o danym terminie zapadalno±ci.
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Modele krzywej dochodowo±ci

• Dost¦pne dane pozwalaj¡ uzyska¢ warto±ci krzywej dochodowo±ci jedynie dla
wybranych warto±ci parametru τ : {Rτi

: i = 1, 2, . . . ,N}
• W praktyce potrzebne s¡ warto±ci Rτ dla dowolnej warto±ci τ

• Wykorzystuje si¦ modele parametryczne postaci:

Rτ = f (β, τ),

gdzie warto±ci parametru β szacuje si¦ na podstawie danych
{Rτi

: i = 1, 2, . . . ,N}

UWAGA: Powy»sze rozwa»ania s¡ dla danego okresu t, tak, »e stopa procentowa
o terminie zapadalno±ci τ wynosi Rt,τ .
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Stopa terminowa

Warunek braku arbitra»u wskazuje, »e warto±¢ kontraktu terminowego na stop¦
procentow¡ wynosi:

Fτ1,τ2 =
τ2Rτ2 − τ1Rτ1

τ2 − τ1
,

gdzie:

Rτ : stopa kasowa o ci¡gªej kapitalizacji

Fτ1,τ2 : stop¦ terminowa rozpoczynaj¡ca si¦ w okresie τ1 i wygasaj¡c¡ w
okresie τ2

Przykªad:
Dla R5 = 0.06 i R3 = 0.05 warto±¢ stopy terminowej rozpoczynaj¡cej si¦ za 3 lata
i terminie wyga±ni¦cia za 5 lat jest równa:

F3,5 =
5× 0.06− 3× 0.05

5− 3
= 0.075

MPGzR (rozdz. 8) Krzywa dochodowo±ci 6 / 18



. . . . . .

Chwilowa stopa terminowa

De�nicja chwilowej stopy terminowej (instantenous forward rate):

Fτ = lim
s→τ+

Fτ,s

Poniewa» Fτ stanowi kra«cowy koszt pozyskania kapitaªu w okresie τ , za± Rτ oraz
Fτ1,τ2 opisuj¡ przeci¦tny koszt pozyskania kapitaªu to:

Rτ =
1

τ

∫ τ

0

Fsds

Fτ1,τ2 =
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

Fsds
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Model Nelsona-Siegela

Nelson i Siegel (1987) wskazuj¡, »e idealna postaci funkcji Rτ = f (β, τ) powinna
speªnia¢ kryteria:

..1 Funkcja f powinna by¢ w stanie odzwierciedli¢ wyst¦puj¡ce w praktyce
ksztaªty krzywej dochodowo±ci.

..2 Warto±ci funkcji f powinny by¢ dodatnie i ograniczone od góry.

..3 Funkcja f powinna mie¢ granic¦ w niesko«czono±ci: limτ→∞ f (β, τ) = κ,
gdzie κ jest pewn¡ staª¡.

..4 Liczba parametrów wchodz¡cych w skªad wektora β powinna by¢ jak
najmniejsza.
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Model Nelsona-Siegela

Nelson i Siegel proponuj¡ model dla chwilowej stopy terminowej postaci:

Fτ = β0 + β1 exp(−τ/λ) + β2(τ/λ) exp(−τ/λ)

dla którego warto±¢ stopy kasowej wynosi (tj. caªka powy»szego wyra»enia):

Rτ = β0 + (β1 + β2)
1− exp(−τ/λ)

τ/λ
− β2 exp(−τ/λ).

Interpretacja parametrów:

β0 = limτ→∞ Rτ : dªugookresowy poziom stopy procentowej

β0 + β1 = limτ→0 Rτ : krótkookresowy poziom stopy procentowej

β2: czynnik ±redniookresowy odpowiadaj¡cy za ksztaªt krzywej
dochodowo±ci

τ : parametr skaluj¡cy, tj.: f (β, aλ, aτ) = f (β, λ, τ)
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Model Nelsona-Siegela
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Prawy panel przedstawia posta¢ krzywej dochodowo±ci dla β0 + β1 = 0, β0 = 1,
τ = 1 oraz ró»nych warto±ci β2 z przedziaªu [−6, 12]
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Model Svenssona

• Svensson (1994) zaproponowaª rozszerzenie modelu Nelsona-Siegela poprzez
dodanie kolejnego skªadnika opisuj¡cego ±redniookresow¡ zmienno±¢ stopy
terminowej.

• Specy�kacja modelu dla chwilowej stopy terminowej:

Fτ = β0 + β1 exp(−τ/λ1) + β2(τ/λ1) exp(−τ/λ1) + β3(τ/λ2) exp(−τ/λ2).

• Specy�kacja modelu dla stopy kasowej:

Rτ = β0 + β1

(
1− exp(−τ/λ1)

τ/λ1

)
+ β2

(
1− exp(−τ/λ1)

τ/λ1

− exp(−τ/λ1)

)
+

+ β3

(
1− exp(−τ/λ2)

τ/λ2

− exp(−τ/λ2)

)
.

• Tak jak w modelu NS warto±ci graniczne wynosz¡ limτ→∞ Rτ = β0 oraz
limτ→0 Rτ = β0 + β1
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Zastosowanie dla analizy stóp proc. w Polsce

Oszacowanie modelu Nelsona-Siegela

beta_0 beta_1 beta_2 lambda

Krzywa z 5.I.2001 8.76 9.07 5.74 0.075

Krzywa z 3.IX.2010 4.96 -1.46 1.56 0.050

Oszacowanie modelu Svenssona

beta_0 beta_1 beta_2 beta_3 tau1 tau2

Krzywa z 5.I.2001 6.59 10.8 10.7 10.3 6.69 33.5

Krzywa z 3.IX.2010 4.08 -0.62 0.29 3.11 6.69 50.2
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Zastosowanie dla analizy stóp proc. w Polsce
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Zastosowanie dla analizy stóp proc. w Polsce
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Kontrakt FRA

Kontrakt terminowy na stop¦ procentow¡ (forward rate agreement, FRA):
Umow¦ zawarta w okresie t, w ramach której strony ustalaj¡ wysoko±¢ stopy
procentowej obowi¡zuj¡cej mi¦dzy okresami t + τ1 i t + τ2, gdzie τ2 > τ1 > 0.
Momenty t, t + τ1 oraz t + τ2 okre±laj¡ odpowiednio daty zawarcia transakcji,
rozpocz¦cia okresu odsetkowego oraz zako«czenia okresu odsetkowego.

Przykªad:
Na rynku polskim kontrakt FRA 3x6 okre±la umow¦ na poziom WIBOR 3M o
momencie rozpocz¦cia okresu odsetkowego za 3 miesi¡ce od momentu zawarcia
transakcji.

Oprocentowanie kontraktu FRA (warunek arbitra»u):

Ft,τ1,τ2 =
τ2Rt,τ2 − τ1Rt,τ1

τ2 − τ1
.
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Kontrakty FRA obliczone na podstawie modeli NS i
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Przyszªa ±cie»ka stóp procentowych

• Teoria racjonalnych oczekiwa« wskazuje, »e oprocentowanie kontraktów FRA
odzwierciedla oczekiwania uczestników rynku co do przyszªego poziomu stopy
procentowej:

Et(Rt+τ1,τ2−τ1) = Ft,τ1,τ2 ,

• Krzywa dochodowo±ci mo»e by¢ wykorzystana do wyznaczenia prognozy dla
przyszªych warto±ci stopy procentowej (zgodnie z powy»szym wzorem)

• UWAGA: teoria pªynno±ci wskazuje na wyst¦powanie premii za ryzyko
terminowe, co implikuje, »e:

Ft,τ1,τ2 > Et(Rt+τ1,τ2−τ1).
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Oczekiwany poziom stóp procentowych na podstawie
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