Rozdziat 7. Modele klasy ARCH

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R
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Modele klasy ARCH

Charakterystyki wiekszosci szeregéw finansowych:
e Grupowanie wariancji (volatility clustering): wystepowanie okreséw o
nasilonej zmiennosci
o Leptokurtyczny rozktad stép zwrotu (grube ogony): prawdopodobieristwo
wystapienia obserwacji bliskich oraz znacznie oddalonych od $éredniej wartosci
s3 istotnie wyzsze niz dla rozktadu normalnego

Zjawiska te mozna uwzgledni¢ stosujac modele klasy ARCH (AutoRegressive
Conditional Heteroskedasticity) wprowadzonych do literatury przez Engle’a w
1982 r.
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Grupowanie wariancji

W modelu:

Ye = ft + €, €~ N(O,U?)
wystepuje grupowanie wariancji jezeli Cov(e?,€2_,) # 0 dla k # 0.
Testowanie zjawiska grupowania wariangji:

@ Analiza ACF + test Ljunga-Boxa dla kwadratéw reszt modelu et2.
® Test ARCH-LM (Engle, 1982). Dla regresji:

e =Po+Pref_y+ ...+ Bpef_, + vt

weryfikowany jest zesp6t hipotez:

Ho Vi<i<pBi =0
Hy Fi<i<pBi #0

Przy prawdziwosci Hy statystyka LM = (T — p)R? ma rozktad x?(p).
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Przyktad - kurs EUR/PLN

Tempo wzrostu kursu EUR/PLN (y) 52-tygodniowa wariancja
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Box-Ljung test dla y~2 (grupowanie wariancji)
BL = 314.0, df = 12, p-value < 2.2e-16

Jarque Bera Test dla y (leptokurtoza)
JB = 992.2, df = 2, p-value < 2.2e-16
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Model ARCH

Specyfikacja modelu ARCH(P) - Engle (1982):

Ye =t + €, €6~ N(O,U?)
Uf =w + aleil + agei2 +...+ apeifp,
gdzie w >0 oraz ap, > 0dla p € {1,2,...,P} (aby 02 > 0)

Idea modelu ARCH(P):
Jezeli €2 jest relatywnie wysokie to w kolejnych okresach (dla p € {1,2,...,P})
wahliwo$¢ y, mierzona a%ﬂ), jest takze podwyzszona.

Dla p > P, wptyw €7 na o7, , jest zerowy. Biorac pod uwage trwatos¢ wptywu
szokéw na zmienno$¢ wielu szeregéw finansowych oznacza to konieczno$é
przyjecia wysokich wartosci P w modelu ARCH(P).

MPGzR (rozdz. 7) Modele ARCH 5 /24



Model GARCH

e Problem koniecznosci wyboru wysokiej wartosci P w modelu ARCH(P)

mozna rozwigzaé, poprzez uwzglednienie opdznionych wartosci wariancji

warunkowej w réwnaniu dla o2,

e Rozwiazanie to zostato zaproponowane przez Bollersleva (1986) w postaci
modelu GARCH (Generalized ARCH) o specyfikacji:

Ye =it + €, € ~ N(0,07)
crf =w + 0416%_1 +...+ OépE%_P + 5103_1 +...+ BQor?_Q,

gdzie w > 0, ap > 0 oraz B4 > 0.
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Bezwarunkowa wariancja w modelu GARCH(1,1)
Zapiszmy kwadraty reszt model GARCH(1,1) jako:

e =0¢ +ne, E(ne) =0
za$ réwnanie wariancji jako model ARMA(1,1):

6% =w+ (04 + 5)5%71 + 1M — BnNe—1,
lub:
op =w+ (a+ B)og_; +ane .

Model wariancji warunkowej jest stacjonarny dla |o + 8] < 1. W takim przypadku
o2 powraca do swojej dtugookresowej wartosci, okreslajacej wariancje
bezwarunkowsa:

> w
S 1—(a+p)’

Jezeli |a 4+ 8| = 1 to stosuje sie model IGARCH (Integrated GARCH Engle i
Bollerslev, 1986)

g
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Estymacja modelu GARCH(1,1) warunkowa MNW

taczny rozktad prawdopodobienstwa obserwacji:

plyr,y2, -, y7) = p(yT|Q7r-1) X p(y7-1|Q7-2) X ... X p(y1),

gdzie Q, oznacza informacje dostepng w momencie t.

dla t = 1 przyjmujemy, ze 07 jest réwna wariancji w prébie

dla t > 1 wartoé¢ o2 wyznaczamy rekurencyjnie

funkcja gestosci wynosi: y¢|Qs—1 ~ N(u¢, 02)

Wartos¢ funkcji wiarygodnosci:

1 (}’t _,Ut)2
LO;y1,...,yT|o3) = exp <— ,
! tI:[l \2ro? 20%

gdzie 0 jest wektorem parametréw wystepujacych w modelu GARCH.
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Model ARMA(1,1)-GARCH(1,1) dla kursu EUR/PLN

Oszacowania modelu GARCH(1,1)

Estimate Std.
mu 0.01190 0
arl 0.57058 0
mal -0.36084 0
omega 0.07981 0
alphal 0.16178 0
betal 0.77667 0

Standardised Residuals

Jarque-Bera Test R
Ljung-Box Test R
Ljung-Box Test R
Ljung-Box Test R~
Ljung-Box Test R~
LM Arch Test R

Error

.02168
.13600
.156527
.04019
.04223
.06972

Tests:

Chi~2
Q(10)
Q(20)
Q(10)
Q(20)
TR~2

t value
0.549
4.196

-2.324
1.986
3.831

11.140

Pr(>ltl)
0.583245
2.72e-05 **x*
0.020123 *
0.047067 *
0.000128 *x*x*
< 2e-16 **x*

Statistic p-Value

403.1
7.72
15.3
10.6
24.4
10.1

0
0.656
0.757
0.39
0.224
0.609
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Model ARMA(1,1)-GARCH(1,1) dla kursu EUR/PLN

Warunkowe odchylenie standardowe ACF dla kwadratow reszt
o
o —
2 4
o | o |
@ o
o
© ©
2
o
I
<
o c 7
2
n N
= IS
° - - - - o oo - =
< ° f
=} T |
o T T T T T T
1995 2000 2005 2010 0 2

MPGzR (rozdz. 7) Modele ARCH

10 / 24



Leptokurtoza

W wielu przypadkach nie tylko bezwarunkowy, ale takze warunkowy rozktad

sktadnikéw losowych jest leptokurtyczny.

o Skutkiem nieuwzglednienia tego zjawiska jest np. mylna prognoza
przedziatowa dla analizowanej zmiennej (m.in. nie uwzglednienie ryzyka
duzych strat)

e Bollerslev (1987) proponuje, aby przyja¢, ze sktadnik losowy ma rozktad

t-Studenta lub rozktad GED (general error distribution). Rozktad GED

wzglednie dobrze opisuje wtasnosci rozktadéw sktadnika losowego wokot
warto$ci oczekiwanej, tj. ich ,smukfos¢”, natomiast rozkfad t-Studenta jest
dopasowany do modelowania ,,grubych ogonéw".

e Bardziej popularny jest rozktad t-Studenta
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Rozktad t-Studenta

e Dla y ~ t(u, 02, v) funkcja gestosci jest postaci:
(w1
r(3) (H(y—u)z) (=)
v 2 e

gdzie I'(z > x*“Lexp(—x)dx oznacza funkcje Gamma.
0

p(y) =

e Dla v — oo rozkfad t(u, 02, v) pokrywa sie z rozktadem N(u,o?).
e Funkcja wiarygodnosci dla modelu GARCH wynosi:

( | II[ 1) (ye — pe) ()

L@y, y7lot) = %(ht ) ;
' t=1 r % 2)Ut (V N 2)0?

gdzie 0 jest wektorem parametréw wystepujacych w modelu GARCH, w sktad

ktérych wchodzi takze parametr v okreslajacy liczbe stopni swobody rozktadu

t-Studenta.
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Rozktad GED

e Dla y ~ GED(j, 02, v) funkcja gestosci jest postaci::

vap( |—;r)

1/2
. o r1/v
sdzie A = (1))

e Dla v = 2 rozklad GED(u, 02, v) pokrywa sig z rozktadem N(u,o?)

)

gdzie 0 jest wektorem parametréw WystQpUchych w modelu GARCH, w sktad
ktérych wchodzi takze parametr v okreslajacy ksztatt rozktadu GED.

e Funkcja wiarygodnosci jest postaci:

T ye Xp<—% Ye — e

Aoe
L(O;y1,..., = m

i
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Wybér specyfikacji modelu GARCH

@ Wybra¢ najlepsza specyfikacje réwnania dla pozioméw (postaé funkgji pi;)

® Okredli¢ wartosci dla P i @ w réwnaniu wariancji na podstawie analizy funkgji
ACF i PACF dla kwadratéw reszt lub kryteriéw informacyjnych AIC lub BIC.

® Sprawdzi¢, czy wystandardyzowane reszty u; = e;/0; maja rozktad normalny.
Jezeli nie, wybra¢ rozktad ¢-Studenta lub GED.

O W wiekszosci przypadkéw najwiasciwszy jest model GARCH(1,1) ze
skfadnikiem losowym o warunkowym rozktadzie t-Studenta.
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Wybor specyfikacji - przyktad dla EUR/PLN

Wartosci kryterium BIC

Normal distribution

q=0 g=1 g=2 qg=3 g=4
p=1 2.96 2.85 2.84 2.85 2.85
p=2 2.88 2.86 2.85 2.86 2.85
p=3 2.88 2.86 2.86 2.87 2.86
p=4 2.88 2.87 2.87 2.87 2.87

t-Student distribution

q=0 g=1 g=2 qgq=3 qg=4
p=1 2.82 2.76 2.77 2.77 2.78
p=2 2.80 2.77 2.78 2.78 2.79
p=3 2.80 2.78 2.79 2.79 2.79
p=4 2.80 2.79 2.79 2.80 2.80
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Prognozowanie z modelem GARCH

e Gléwne zastosowanie modeli GARCH: prognozowanie zmiennosci oraz
tworzenie prognoz przedziatowych

e Algorytm liczenia prognozy zmiennosci z modelu GARCH jest bardzo
podobny do algorytmu wyznaczenia prognozy punktowej z modelu ARMA

e Dla modelu GARCH(1,1) prognoza na okres T + 1, T 4 2,... wykorzystuje
réwnanie wariancji postaci:

o2 =w+(a+pB)o? | +ani 1
oraz fakt, ze w okresie prognozy:
E(nr4k|Q7) =0.
e Wartosci prognozy:
E(031107) = w + ag} + o}
E(o74lQr) = w + (o + B)E(07 1 1Q7)

—(a+B)
EGFaltr) = (T8 ) 4 (ot 6ok + o)
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Prognozowanie z modelem GARCH - przyktad

Prognoza tempa wzrostu kursu EUR/PLN Prognoza odchylenia std.
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Niesymetryczne modele klasy ARCH

W modelu GARCH warunkowa wariancja o2 zalezy od kwadratéw przesztych

realizacji sktadnika losowego, niezaleznie od ich znaku

e Dla akcji ujemne wartosci ¢, bardziej wptywaja na o2 niz wartosci dodatnie ze
wzgledu na efekt dzwigni (leverage effect). Spadek ceny akcji prowadzi do
wzrostu relacji zadtuzenia do warto$ci rynkowej i wzrostu wahliwosci
strumienia dywidend przypadajacych na jedng akcje

o Takze dla walut gospodarek rozwijajacych sie (zadtuzonych w walutach
obcych) silna deprecjacja waluty krajowej w wiekszym stopniu prowadzi do
wzrostu zmiennosci niz aprecjacja

e Propozycje modelowania niesymetrycznej odpowiedzi wariancji:

@ model GJR-GARCH (Glosten-Jagannathan-Runkle, 1993)
@ Model wyktadniczy EGARCH (Exponential GARCH, Nelson, 1991)
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Model GJR-GARCH

Specyfikacja modelu GJR-GARCH(P,Q):

Ye = t €
P Q
of =W+ Z(apeip + 'ypeffpl(et,p <0))+ Zﬂqggfqv
p=1 q=1

gdziew >0, a, >0, g >0o0razy, >0dlape{1,2,...,P}i
ge{l1,2,...,Q}, zas:

1 dlae, <0
I =
(ec <0) {o dla ¢, > 0.

Dla ~, istotnie wigkszych od zera wystepuje efekt dzwigni

UWAGA: ze wzgledu na restrykcje natozone na parametry modelu GJR-GARCH,
przy modelowaniu kursu walutowego wazne jest, czy dodatnie tempo wzrostu
opisuje aprecjacje, czy deprecjacje waluty krajowe;.
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Model EGARCH

Specyfikacja modelu EGARCH(P, Q):

Vi =pe + €
2 . l€t—p| + Vp€t—p 2 2
In(o7) =w + Z Qp—— + Zﬂq In(o7_q)-
p=1 t=p q=1

o Wplyw €,_,, na In(0?):
e Dla €:—p < 0 wptyw wynosi o (1 — p)|€t—p|/0t—p
e Dla €:—p > 0 wptyw wynosi o (1 + p)|€c—p|/0t—p.

Efekt dzwigni dla o, > 0 oraz 7, < 0 lub ap < 0 oraz v, > 0.

Poniewaz objasniany jest logarytm wariancji to:

e wartos¢ o7 jest dodatnia dla dowolnych parametréw w, a,, B4 oraz v,
e wptyw nietypowych realizacji €; na o2 jest wiekszy niz w podstawowym
modelu GARCH.
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Model EGARCH - przyktad

Wyniki estymacji modelu EGARCH(1,1)

Estimate
mu -0.017313
arl 0.621055
mal -0.426653

omega -0.003541
alphal -0.074149
gammal 0.295727
betal  0.944179
shape  5.378292

Poniewaz v > 0 oraz o < 0 wyniki wskazuja na wystepowanie efektu dzwigni:

Std.
.043069
.129973
.152674
.011786
.039947
.060650
.026215
.993750

O O O OO O OO

Error

value

.40198
.77833
. 79453
.30047
.85616
.87594
.44560
.41212

Pr(>[tl)

0.687702
0.000002
0.005198
0.763821
0.
0
0
0

063431

.000001
.000000
.000000

deprecjacja ztotego bardziej wptywa na zmiennosé¢ kursu EUR/PLN niz aprecjacja

ztotego
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Modele asymetryczne - przyktad

Oszacowanie odchylenia std. Prognoza odchylenia std.
~ ~ 7 — GARCH
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Model GARCH-M

e Jezeli inwestorzy charakteryzuja sie awersja do ryzyka, to oczekiwana stopa
zwrotéw z aktywdw o wysokim ryzyku powinna by¢ wyzsza niz dla aktywéw o
niskim ryzyku (Mehra i Prescott, 1985, pokazuja, ze stopy zwrotu z akgji sa
przecietnie o 6 pkt proc. wyzsze niz stopy zwrotu z obligacji)

e Zalezno$¢ miedzy ju; i 02 uwzglednia sie w ramach modeli typu GARCH-M
(GARCH in Mean, Engle, Lilien i Ronbins, 1987) postaci:

Ye =pt + 00t + €
ol =wta1 [ +...fape_p+ P’ ...+ ,BQaf_Q,

e Alternatywne specyfikacje:

Ye :Mt+503 + €
Ye =pt +6Inos + €
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Model GARCH-M: przyktad

Oszacowanie modelu GARCH-M(1,1), wersja z odchyleniem standardowym

Estimate
mu -0.19352
arl 0.62041
mal -0.44343
inmean 0.23008
omega 0.04462
alphal 0.15252
betal 0.82477
shape 4.95360

Std.

0.
.133745
. 1656727
. 164400
.027759
.049113
.058798
. 8564227

O O O O O OO

Error
150975

t value

-1.
4.
-2.
1.
1.

2818
6387
8475
39956
6074

3.1054

14.

0272

. 7989

Pr(>[tl)

0.199917
0.000004
0.004407
0.161652
0.
0
0
0

107958

.001900
.000000
.000000
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