Rozdziat 5. Modele wektorowe] autoregresji

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R
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Wielowymiarowe modele szeregéw czasowych

Modele VAR
e uwzgledniaja wzajemne powigzania miedzy zmiennymi ekonomicznymi
e narzedzie statystyczne pomocne w opisie dynamicznych wtasciwosci
wielowymiarowej zmienne]
e VAR jako model ekonomiczny (SVAR)
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Specyfikacja modelu VAR

Model VAR jest postaci dla wektora y; = [y1, Yor, - -+ Yol
ye =Ao+ A1+ Ao+ ...+ Apye—p + €60 ~ N(0,X)

lub szybciej:
(I —AilL— ... = ApLP)y: = A(L)y: = Ao + &

Liczba parametréw wynosi:

Aoi N x1
Ay N x N

ON(N+1
pRRUEEY
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Stacjonarno$¢ modelu VAR

Wazna cecha modelu VAR jest stacjonarnos¢, ktéra mozna zdefiniowaé w
kategoriach wygasania wptywu szoku €; na warto$¢ wektora y;:

m ——-

k— o0 (961_»

=0.

W takim przypadku istnieje dtugookresowa warto$¢ 1 do ktérej powraca proces y;:
Hn = A(l)ile,

Tempo powrotu do réwnowagi jest dane przez pierwiastki réwnania:

[A(z)| =0,

Dla stacjonarnego modelu VAR pierwiastki (ktérych liczba wynosi P x N)
znajduja sie poza kotem jednostkowym, tj.: {|z;| >1:i=1,2,...,PN}
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Stacjonarno$¢ modelu VAR

Stacjonarny model VAR ma reprezentacje nieskonczonej wektorowej $redniej
ruchomej (vector moving vaerage, VMA):

ye=AL) M (Ao+e)=p+ Y Oier,
i=0
gdzie:

_ Oyt yi
9; = e,
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Stacjonarno$¢ modelu VAR - przyktad VAR(1)

Dla modelu VAR(1) postaci y; = Ag + Ay: + €;:

Oyeik k
= —— = A",
© Oe;

Czyli model VAR(1) jest stacjonarny jezeli:

lim A% =0.

k— o0

Posta¢ nieskonczonej $redniej ruchomej jest nastepujaca:

[ee]
ye=(=A) A+ (Aer.
i=0
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Stacjonarno$¢ modelu VAR - przyktad VAR(1) cd

Przy liczeniu granicy ciagu AX przydatna jest dekompozycja Jordanowska:
y g y CIag Yy

A= VAVTL

gdzie A i V' s3 macierzami zawierajacymi wartosci wtasne oraz odpowiadajace im wektory wtasne
macierzy A:

A = diag(A1, A2, -5 An)

V=l[vi, va,...,13],

Zdefiniujmy y¢ = V 1 t, A~0 =V 1A0 oraz & =V 1et i zapiszmy model VAR(1) jako:
my y; Y
}N/t - A~0 + A}7t—1 + Et,

Macierz A jest diagonalna o elementach na przekatnej {\, : n =1,2,..., N}, zas réwnanie dla
n-tej sktadowej wektora y; jest nastepujace:

ynt = &On + )\n}';n,tfl + gnt~

Zmienna yn: jest stacjonarna, jezeli |A;| < 1. Model VAR(1) jest stacjonarny jezeli [A,| < 1 dla
n=1,2,...,N.
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Stacjonarno$¢ modelu VAR - przyktad VAR(1) cd

Zauwazmy, ze:
Ak = VARV
a zatem limy_ oo AK = 0 implikuje, ze limy_ oo AX = 0.

Dla modelu VAR(1) wartosci wlasne A, macierzy A s3 odwrotnoscia pierwiastkéw

réwnania |[A(z)| =04. z, = )\_1"

Wartosci wtasne:  |A— M| =0

Pierwiastki réwnania: |l — Az| =0
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Stacjonarno$¢ modelu VAR(P)

Stacjonarno$¢ modelu VAR(P) mozna ustali¢ poprzez zapisanie go w postaci
kanonicznej (tj. modelu VAR(1)):

Ve Ao Al A As ... Ap Vot €
Vet 0 /0 0 ... 0 Voo 0
Yt—2 — 0 + O I O O )/t—3 + O
vern ] L0 |6 6 0 o oflwl Lo

oraz obliczenie N x P wartoéci whasnych dla macierzy kanoniczne;j.
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Estymacja modelu VAR

e Najczesciej stosowana metoda: MNK oddzielnie dla wszystkich réwnan

e Stosowanie MNK jest uzasadnione bo zmienne objasniajace s3 z géry
ustalone i tym samym niezalezne wzgledem sktadnika losowego €, (brak
problemu endogenicznosci zmiennych objasniajacych)
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Estymacja modelu VAR

Niech x; = [1 y;_y ... y{_p| oraz A=[Ag A1 ... Ap], zas§ model VAR bedzie
postaci:

Ye = Ax; + €,

Estymator MNK dla parametréw n-tego réwnania modelu VAR:

Yt = anXt + €pt,

gdzie a, jest n-tym wierszem macierzy A, wynosi:

T T -1
ap = (Z Yntxtl-> (Z XtXé) :
t=1 t=1

Estymator MNK dla catej macierzy parametréw:

T T -1
A= (Z ytx£> (Z xtx;> .
t=1 t=1
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Estymacja modelu VAR

Dla e; ~ N(0,X), tj. y: ~ N(Ax;, L), wartos¢ funkgeji wiarygodnosci wynosi:

)
1
£(A.T) = (2n) ™22 Lo {500 - Ax)T - A}

t=1

Estymator MNW macierzy A pokrywa sie z estymatorem MNK, za$ estymator
macierzy kowariancji sktadnika losowego wynosi:

1 T
=g e
t=1
gdZIe € = Yt — /A4Xt.

Wartos¢ funkcji wiarygodnosci w maksimum jest proporcjonalna do |i\

LA E) = (2m) VRS T 2 exp {—TQ’V} .
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Estymacja modelu VAR - Przyktad

Model VAR(2) dla tempa wzrostu PKB oraz stopy bezrobocia w Polsce

Dynamika PKB: dY

T T T T T T T
1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Stopa bezrobocia: U

T T T T T T T
1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
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Estymacja modelu VAR - Przyktad

Odwrotnosc modulu pierwiastkdéw rownania charakterystycznego:
0.916 0.916 0.554 0.386

Oszacowania réwnania tempa wzrostu PKB (dY):
dY = dY.11 + U.11 + dY.12 + U.12 + comnst

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

dy.11 0.1718 0.1525 1.13 0.27
U.11 -0.0826 0.1672 -0.49 0.62
dy.12 0.2097 0.1521 1.38 0.18
U.12 0.1036 0.1656 0.63 0.53
const 0.2877 0.3981 0.72 0.47
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Estymacja modelu VAR - Przyktad

Oszacowania rdownania bezrobocia (U):
U=4dY.11 + U.11 + dY.12 + U.12 + const

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

dY.11 -0.0648 0.0746 -0.87 0.390
U.11 1.8056 0.0818 22.08 < 2e-16 *x%*x*
dy.12 0.0412 0.0744 0.55 0.582
U.12 -0.8340 0.0810 -10.30 4.6e-13 *x*x*
const 0.4645 0.1947 2.39 0.022 *

Macierz korelacji dla reszt

dy U
day 1.000 -0.162
U -0.162 1.000
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Estymacja modelu VAR - Przyktad

Posta¢ VMA(o0)

Thetal Thetal Theta?2
dy 1.00 0.00 0.17 -0.08 0.24 -0.06
U 0.00 1.00 -0.06 1.80 -0.09 2.43

Theta3 Theta4d Thetal00
dy 0.08 -0.04 0.06 -0.01 ... 0.00 0.00
U -0.11 2.89 -0.12 3.18 ... 0.00 0.00
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Dobér opéznienia modelu VAR

@ Kryteria informacyjne:

AIC = |n(|i|)+2§

BIC = In(|X]) + ; InT
HQIC = In(|%]) + 2? In(In T)

gdzie K = N(1 4+ NP) okresla liczbe parametréw.

® Testy na autokorelacje oraz istotno$¢ opéznien
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Dobér opéznienia modelu VAR

Wartosci kryteriow informacyjnych
P=1 P=2 P=3 P=4 Wybor

AIC(n) -1.815 -2.976 -3.017 -2.947 P=3
HQ(n) -1.725 -2.827 -2.807 -2.677 =
SC(n) -1.574 -2.574 -2.455 -2.224 P=2

o
N
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Test ilorazu wiarygodnosci na istotnos¢ opdznien

Zespo6t hipotez:
Ho :Ap =0
H, :Ap # 0.
Statystyka testu ilorazu funkcji wiarygodnosci:
LR = T(In[$,| — In[$, ),

ma asymptotyczny rozktad x?(m), gdzie m = N2 jest réwne liczbie restrykgji
zerowych.
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Testy na autokorelacje reszt

@ Autokorelacja:

e estymator MNK jest obcigzony

e oznaka ztej specyfikacji modelu VAR (zbyt niskie op6znienie)
® Podstawowe testy

e Ljung-Box

e Breusch-Godfrey
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Test Ljunga-Boxa

Zespét hipotez:

Ho ZVlSjSJ FJ- =0
Hi 31<j<y T #0,

gdzie I'; = Cov(e;, €;—j) jest macierza autokowariancji rzedu j dla sktadnika
losowego modelu VAR.
Statystyka:

1 AA 1A A
LB=T2)" T_jtr( [rRErS) (1)

gdzie I’y = T ZtT:S+1 Yt¥i_ przy prawdziwosci Hy ma rozktad x2? o N? x (J — P)
stopniach swobody.

MPGzR (rozdz. 5) Modele VAR 21 / 32



Test Ljunga-Boxa - Przyktad

Dla modelu VAR(2)

Wyniki testu Ljunga-Boxa

J stat. df prawd.
3 12.1 4 0.017
4 14.9 8 0.061
5 16.7 12 0.156
6 23.2 16 0.107
7 24.6 20 0.218
8 30.1 24 0.183
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Test Breuscha-Godfrey

Test Breuscha-Godfrey'a = wielowymiarowy test mnoznikéw Lagrange'a.
Dla regresji postaci:
et:FO+F1yt—1+---+FP)/t—p+Glet—1+---+GJet—J+Vt7

weryfikowany jest zesp6t hipotez:

HO :V]_SJ'SJ GJ = 0
H1 :El]_SJ'SJ GJ ;é 0.

Statystyka testu:

BG = T(N — tr(Q71Q,)),

gdzie €2, i £, oznaczaja oszacowanie macierzy kowariancji sktadnika losowego dla

modelu z restykacjami oraz bez restrykcji, przy prawdziwosci hipotezy zerowej ma
rozktad x2 o JN? stopniach swobody.

MPGzR (rozdz. 5) Modele VAR 23 / 32



Test Breusch-Godfrey'a - Przyktad

Dla modelu VAR(2)

Breusch-Godfrey’a

stat. dfl  prawd.
8.09 4 0.088
10.10 8 0.258

18.57 12 0.099
20.53 16  0.197

Bow N e G
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Normalnos¢ rozktadu sktadnika losowego

Zespdt hipotez testu Dornika-Hansena (wielowymiarowe uogélnienie testu
Jarque-Bera):

Ho : e, ~ N(0,X)
Hy i e; = N(0,X)

Dla standaryzowanych reszty modelu VAR: u, = 3 ~1/2¢,, liczone s3 sko$nos¢ s,, i
kurtoza k, dla n=1,2,..., N. Statystka testu:

T N T N
_ 2 o _ 2
DH = ;5n+24;(kn 3)

przy prawdziwoéci Hy ma rozktad x? o 2N stopniach swobody.
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Stabilno$é¢ modelu VAR

Metody testowania stabilnosci modelu VAR:
@ rekursywna estymacja parametréw

® formalne testy na zmiane postaci strukturalnej, np. wielowymiarowe testy
Chowa

® analizie btedéw prognozy ex-post o horyzoncie jednego okresu
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Stabilno$é¢ modelu VAR

Etapy testu Chowa (typu break-point):
@ ustal obserwacje Ty zmiany strukturalnej modelu

@® oszacuj model VAR na podstaW|e dwéch podpréb oraz pe’meJ préby:

model 1: t€{1,2,..., T1}, reszty e,y), macierz Z( =T, Zt 1 e(l)e(l)
model 2: t€{T1+1,..., T}, reszty eyz), macierz Z =T, Zt 1 2)te (2)
model 3: t € {1,2,..., T}, reszty e;, macierz s=71"1 22—:1 ere;

© oblicz statystyke:
LRgp = T In |i| - (T1 In |i(1)| + T>1n |i(2)|)

ktéra przy prawdznwosci Ho o stabilnosci modelu ma rozktad x* o
N(PN +1) + (NH stopniach swobody (catkowita liczba parametréw modelu
VAR, wliczajac parametry macierzy X).
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Stabilno$é¢ modelu VAR

Procedura dla testowania stabilnosci na podstawie rekursywnych btedéw prognozy
o horyzoncie jednego okresu:

@ Ustali¢ moment poczatkowy liczenia rekursywanych reszt: T

® Oszacowaé parametry T — T1 modeli VAR na podstawie obserwacji
t=1,2,..., T, gdzie T* =T, T1 +1,..., T —1

® Obliczy¢ prognoze punktowa na okres T* + 1

@ Obliczy¢ btad prognozy na jeden okres do przodu oraz oraz $redni btad
prognozy ex-ante (el oraz SI)

@ Skonstruowac szereg oraz jego przedziat ufnosci:

T® P
CUMSUM,re = S
T=Ty+1 07

@ Jezeli szereg znajduje sie w przedziale ufnosci: brak podstaw do odrzucenia
hipotezy o stabilnosci modelu
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Stabilno$é¢ modelu VAR

réwnanie dla dY

réwnanie dla U
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Prognozowanie z modelem VAR

Dla modelu VAR(P):
yi=Ao+Awyi-1+...+Apyi—p t+ 6.
Prognoza punktowa:

¥ =E(yr41) = Ao+ Awyr + ...+ ApyTi1-p
Vi =Ao+Ayr g+ ..+ Apyriop
Vi3 =Ao+ Ayt +.. .+ ApyTisp

Vi =Ao+ Ay o Ay pdlak>P
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Prognozowanie z modelem VAR

Posta¢ nieskonczonej Sredniej ruchomej:

o0
Ye=p+Y O
i=0
Btfad prognozy wynikajacy z wystepowania sktadnika losowego wynosi:

o
YT+1 = YT41 =€T+1

£
YT+2 — Y742 =€T+2 + 16741

k—1
YTk —Yhio= Z OjeT i k—i
i=0
Wariancja prognozy na k okreséw:
k—1
Yy = Var(yrak — yh) =D 0;50;
i=0

Prognoza przedziatowa dla n-tej zmiennej:

P(Yn, T4k € [yrf,T+k - Ca\/ak(nn)?hfw.k + Ca zk(nn)]) =1l-aq,
gdzie co jest wartoscia krytyczna rozktadu normalnego dla poziomu istotnosci 5%.
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Prognozowanie z modelem VAR

prognozadladY

2000 2005

prognozadla U
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