Rozdziat 4. Jednowymiarowe modele szeregéw czasowych

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R
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Jednowymiarowe modele szeregéw czasowych

Jednowymiarowe modele szeregéw czasowych:
Klasa specyfikacji modeli ekonometrycznych, w ktérych wnioskowanie na temat
dynamiki zmiennej ekonomicznej jest przeprowadzane jedynie na podstawie
przesztych i biezacych obserwacji dla tej zmiennej.
Zastosowania:

e Analiza dynamicznych wiasnosci szeregéw czasowych

e Prognozowanie

Najpopularniejsze modele jednoréwnaniowe:
Autoregresyjne modele $redniej ruchomej (AutoRegressive Moving Average,
ARMA).
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Model sredniej ruchome;

Proces $redniej ruchomej (moving average) MA(Q) stanowi $rednig wazona
procesu biatego szumu z biezacego oraz @ poprzednich okreséw:

Y=o+ €+ 0161+ ... +0g€e_q, er ~ WN(0,0?)
Inny zapis procesu MA(@) z wykorzystaniem operatora opéznien:
)/t = Oy + H(L)Gt

gdzie O(L) =1+ 0;L + ...+ 0oL? jest wielomianem Q-tego stopnia.
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Model sredniej ruchome;

Momenty procesu MA(Q):

E(y:) = o
Var(y:) = (L+ 63 + ...+ 0%)02

COV( ) B 0 dla k > Q
Yt: Yt—k) = (9k+9k+191—|—,.,+00907k)0'3 dla k < @

Uwaga: ACF wynosi zero dla opéznien k > Q.
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Model autoregresyjny

Dla procesu autoregresyjnego (autoregression) AR(P) biezaca warto$¢ zmiennej y;
zalezy od jej P przesztych realizacji {y;—, : p=1,2,...,P}:

Yi=apt+oayr—1+ ...+ apyr_p €, €~ WN(0703)
Lub w zapisie z operatorem opéznien:
a(L)yt = Qg + €t,

gdzie a(L) = (1 — oL — ... — apLP) jest wielomianem P-tego stopnia.
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Model autoregresyjny

Proces AR(P) jest stacjonarny tylko dla wartosci parametréw o, (p =1,2,...,P)
dla ktérych pierwiastki réwnania:
a(z) =(1—=Mz)(1—Az)...(1 = Apz) =0.

sa co do modutu wigksze od 1, tj. jezeli |z,| > 1dlap=1,2,...,P. Jest to
réwnowazne warunkowi |A,| < 1.

Procesu AR(1) postaci y, = ayy;—1 + €, jest stacjonarny gdy |as] < 1.

Przyktad:

e Proces y; = 1,3y;-1 — 0,4y;_» + €, jest stacjonarny poniewaz pierwiastki
réwnania (1 — 0,5z)(1 — 0,8z) = 0 wynoszg z; = 2 oraz z, = 1,25

e Proces y; = 1,5y;-1 — 0,5y;_2 + €; jest niestacjonarny, poniewaz pierwiastki
wynosza z; = 2 oraz zp = 1.
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Model autoregresyjny

Warunek stacjonarno$ci procesu AR mozna takze zdefiniowa¢ w kategoriach
mozliwosci zapisania go w postaci nieskoficzonej $redniej ruchome;:

Yr = CY_I(L)(QO + 6t) =p+ e+ Zeq‘ft—qa
g=1

dla ktérej zachodzi warunek
lim Gk =0
k—o00
Oznacza to, ze dynamiczny wptyw szoku € na zmienng y jest tymczasowy i

wygasa w czasie.

Powyzsza definicja stacjonarnosci pokrywa sie z twierdzeniem Wolda méwigcym,
ze kazdy szereg stacjonarny mozna zapisa¢ jako sume procesu deterministycznego
oraz stochastycznego w postaci nieskonczonego procesu MA.
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Model autoregresyjny

Momenty procesu AR(P):

(671}
Ep) = ——p—
1- 25:1 Qp
Var(ye) = (14> 03)07
q=1

Roéwnania Yule'a-Walkera dla wartosci autokowariancji vx:

Yo =171 + ...+t aQYQ + Uf
Yk =01Vk—1+ ...+ aQVk—@Q

Dla procesu AR(1):

_ (al)k 2
- €
1-o2

Yk

Wartosci PACF dla procesu AR(P) przyjmuja wartosci zerowe dla opéznien wigkszych od
P, pkk:0dI3k>P.
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Przyktad

Proces AR: Y = 173yt71 - 074)/1”72 + €t
Proces MA: y; = € + 1,5€;—1 + €:-2

Realizacja procesu AR(2) Realizacja procesu MA(2)

02 4 6

5
-a
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Model ARMA

Potaczeniem modelu AR(P) oraz modelu MA(Q) jest autoregresyjny model
sredniej ruchomej ARMA(P, Q) postaci:

a(L)ye = ao + 0(L)er, e ~ WN(0,072)
gdzie a(L)=1—a;L—...—aplP oraz (L) = 1+ 0, L+ ...+ 0oL®

Proces ARMA jest stacjonarny jezeli pierwiastki réwnania «(z) = 0 leza poza
kotem jednostkowym.

Jezeli y; jest procesem niestacjonarnym zintegrowanym w stopniu D, stosuje sie
proces ARIMA(P, D, Q) postaci:

a(L)(1 = L)Pye = ag + O(L)er.
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Estymacja parametréw modelu AR

Dla modelu AR(1):

Yt = Qo + Q1yr—1 + €,
parametry ag i oz mozna oszacowa¢ MNK. Ze wzgledu na brak danych dla yo,
dopasowanie modelu pomija btad dla pierwszej obserwacji.

Dla ¢; ~ N(0,0?) parametry modelu AR(1) mozna oszacowa¢ stosujac MNW. Niech
Ve ={y1,y2,... yt} - informacja dostepng do momentu t oraz ¢ = (g, a1, 07) -
parametry modelu. Warunkowa funkcja gestosci dla y: wynosi:

exp (_ (y: — ap — oz1yt71)2) 7

202

1
P(}/t|¢,yt71) = TO’E
zas funkcja gestosci dla wszystkich obserwacji jest réwna:

P(y1, vz, -, y7|®) = p(y7|®, V1-1) X p(yT-1[®, Y7-2) X ... X p(y2| P, V1) X p(y1|®P).

Znamy pierwsze T — 1 czynnikéw powyzszego iloczynu, oraz nie znamy wartosci p(y1|®P).
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Estymacja parametréw modelu AR

Jezeli zatozymy, ze p(y1|®P) jest dane przez bezwarunkowy rozktad dla procesu AR(1),
2
y1 ~ N(:22-, Z<5), czyli:

o 1—a2
1-ay’ 1-af

1
pn|®) = ————exp | —— 5

2
g 2
27r17a§ 1-o2

to mozemy wyznaczy¢ doktadna wartos¢ funkeji wiarygodnosci (exact likelihood):

L(®iy1,..y1) = pyi,ye, -, y7|®).

Maksimum powyzszego wyrazenia znajduje sie w spos6b numeryczny (brak analitycznego
rozwigzania). Z tego wzgledu, stosuje sie takze warunkowa funkcje wiarygodnosci
(conditional likelihood):

L(®;y2, ..., yTIyn) = plyT]®, V71-1) X plyT-1]P, V7-2) X ... X p(y2|®, I1).

W tym przypadku oszacowania ag oraz «; s3 takie same jak dla MNK.
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Estymacja parametréw modelu MA:
Metoda warunkowej sumy kwadratéw reszt (CSS)

Dla modelu MA(1) y; = ¢; + 0,1 estymacja MNK nie jest mozliwa.

W celu ilustracji metody CSS zapiszmy sktadnik losowy procesu MA(1) jako:
e =y —Oyr_1+ 0%y o — ...+ (=1)* 7105 Ly + (=1)*0% = h(y1, 2, .- -, y2, 0, €0),

W metodzie CSS przyjmuje sig, ze ¢¢ = 0, a tym samym reszty sg réwne:

€ = h(yl,yQa"'vytaéaO)v

gdzie 0 jest oszacowaniem 6.

Suma kwadratéw reszt jest nieliniowa funkcja obserwacji y; oraz parametru 0:
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Estymacja parametréw modelu MA:
Metoda warunkowej sumy kwadratéw reszt (CSS)

Estymator CSS jest wartoscia parametru 0 ktéry minimalizuje wartosé wyrazenia
S(y17 - YT 9)

Dla modeli ARMA(P, @) metoda CSS zaktada, ze e, = 0,5 < P, za$
minimalizowana jest suma kwadratéw reszt dla T — P obserwacji. Przy zatozeniu
o normalnosci €; oszacowania uzyskane metoda CSS pokrywaja sie z
oszacowaniami uzyskanymi na postawie warunkowej MNW.

W praktyce parametry modeli ARMA najczeSciej szacuje sie poprzez
maksymalizacje doktadnej funkcji wiarygodnosci

Poniewaz oszacowania uzyskuje sie metodami numerycznymi, nalezy ustali¢

poczatkowe wartosci parametréw. Sugeruje sie rozpoczecie iteracji z kilku
punktéw startowych lub dla wartosci parametréw uzyskanych metoda CSS.
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Przyktad estymacji modelu ARMA

Oszacowanie modelu ARMA(3,3) dla miesiecznej inflacji CPl w Polsce (préba
1999:1-2010:10)

arl ar?2 ar3 mal ma2 ma3 cons.
CSS-ML 0.029 0.877 0.009 0.463 -0.626 -0.262 0.336
CSs 0.151 0.882 -0.130 0.374 -0.848 -0.164 0.202
ML 0.067 -0.004 0.771 0.355 0.320 -0.666 0.330
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Wybdr specyfikacji modelu ARMA

Metoda Boxa-Jenkinsa (1970):

o Arbitralne ustalenie wartosci P i @ na podstawie wykresu y;, funkcji ACF i
PACF

e Estymacja parametréw modelu ARMA(P, Q).

o Weryfikacja modelu ARMA(P, Q) sktadajaca sie z dwoch czesci:
a. Dla modelu ARMA(P*, Q%), gdzie P* > P oraz Q" > Q, weryfikuje sie
hipoteze, ze dodatkowe opédznienia nie s3 istotne
b. Sprawdza sie czy wystepuje autokorelacja reszt
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Wybdr specyfikacji modelu ARMA

Kryteria informacyjne: Kryteria informacyjne faworyzuja specyfikacje o wysokiej
wartosci logarytmu funkgji wiarygodnosci £ = In L i niskiej liczbie szacowanych
parametréw K = P+ Q + 1.

Trzy najczeSciej stosowane kryteria to kryterium Akaike'a (AIC), Schwarza (BIC)
oraz Hannana-Quinna (HQIC):

J4 K
AlIC = -2— +2—
TJr T
J4 K
BIC=-2—+4+—=InT
C T+Tn

14 K
HQIC = 727 + 27 In(In T),

gdzie K(SIC) < K(HQIC) < K(AIC)
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Przyktad

Kryterium AIC
ma0

ar0 64.725 20.
arl -4.386 -6.

ar2 -4.286 -10
ar3 -3.786 -9
ard -7.467 -9

Kryterium BIC

mal
ar0 70.622 29
arl 4.438 5
ar2 7.451 4
ar3 10.849 8
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Test ilorazu wiarygodnosci

Zestaw hipotez:

Ho Vp<p<prap =0AVQ<q<q-lq =0
Hy :3p<p<prap # 0V 3g<q<q 0 # 0

Liczba tych restrykcji: m=P* — P+ Q" — Q.
Statystyka testu ilorazu wiarygodnosci (likelihood ratio test).
LR = —2(¢, — 1)

przy prawdiwosci Hy ma asymptotyczny rozktad x? o m stopniach swobody.

Przyktad: model ARMA(3,4) vs model ARMA(1,2):

Wyniki testu ilorazu funkcji wiarygodnosci:

LR = 8.168, prob = 0.0856

MPGzR (rozdz. 4) Modele ARMA 19 / 24



Test portmanteau na autokorelacje reszt

Hipoteza zerowa:

Ho Vi<j<y pej =0
Hy Fi<j<y pej #0

Przy prawdziwosci Hy statystyka Boxa-Pierca:

J
BP=T Z P2
j=1

ma asymptotyczny rozktad x?> o m = J — (P + @) stopniach swobody.

Dla niewielkich préb Ljung i Box zaproponowali statystyke:

1
_ T2 ~2
LB=T") i
j=1
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Test portmanteau - przyktad

Whyniki testu Ljunga-Boxa dla modelu ARMA(1,2) dla inflacji CPl w Polsce:

J LB prawd.
4 2.393 0.12186
5 2.426  0.29736
6 3.099 0.37655
8 4.119  0.53238
10 12.437 0.08708
12 18.4563  0.03027
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Prognoza punktowa

Niech dany bedzie proces ARMA(P, Q), dla kt6rego znamy y; oraz e; dla t < T.
Prognoza punktowa jest liczona w sposéb rekurencyjny:

E(yr11) =ag +aayt +... +apyri1-p +bieT +... +0geTi1 ¢
E(yr12) =ap + 1E(yT41) + ...+ apyTio_p +O2eT +... +0geTi2_q
E(yr43) =ap + 1E(yT42) + ...+ apyTi3_p +03e7 +... +0geTi3—q

E(yr+k) =o0 + a1E(yT4k—1) ... + apE(yrik-p) dla k> Pik>Q
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Wariancja btedu prognozy
Posta¢ MA(c0) modelu ARMA:
Y = U+ € +’¢1€t71 + ’1/1261*72 +...

Btad losowy prognozy:

y1+1— E(yT41) =€141
yT+2 — E(y742) =142 +Y1e711

k—1

YTk — E(yrei) =€Tsk + D YieTik—i
im1

Poniewaz Cov(es, €;) = 0 oraz Var(e:) = 0?2, to wariancja prognozy na k okreséw wynosi:

k-1
of = Var(yrik) = 02(1+ ) _vf)
i=1

Uwaga: nie uwzgledniono innych btedéw prognozy!!!
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Prognoza przedziatowa

Wzdr na prognoze przedziatows:

P(E(y1+k) — a0k < yT4ik < E(y14k) + Caok) =1 — a,

gdzie ¢, jest wartoscia krytyczna rozktadu normalnego dla poziomu istotnosci «.
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