Rozdziat 2. Analiza spektralna
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Widmo szeregu czasowego

W analizie spektralnej szereg {y; : t = 1,2,..., T} postrzegany jest jako

nieskoficzona suma szeregéw o réznych czestotliwosciach w, ktérym odpowiadaja

A o— 27
okresy wahan 7 = <%

Podstawowym pojeciem w analizie spektralnej jest widmo okreslane takze jako
spektrum.
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Widmo - intuicja

Rozwazmy regresje (I. parametréw 2M + 1 réwna liczbie obserwacji T):

M
ye=p+ Z {aj cos(w;t) + B;sin(wjt)} + e
=1

P27

i = i L —2r _ T
gdzie wj = j <& odpowiada cyklom o okresach 7; = w’; =

Poniewaz zmienne sin(w;jt) oraz cos(wjt):
a. s3 wzajemnie ortogonalne
b. maja wartos¢ oczekiwana 0 (czyli E(ye) = p)
c. oraz wariancje %

to wariancja zmiennej y: wynosi:
1 M
2 2 2
o° = 5 E {aj + ﬁj}
j=1

Czyli, mozemy dokona¢ dekompozycji 02 na M czestotliwosci z przedziatu [0, 7], gdzie wptyw
wahan o czestotliwosci w; wynosi:

1
2 2 2
o; = E(aj +ﬁj-)
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Widmo - transformata Fouriera

Widmo procesu Y;: jest dane przez transformate Fouriera dla funkgji autokowariancji

(i = Cov(Ys, Ye—j)):

1 - —jw
f@) =5 3 e

j=—o0
Uwzgledniajac:

e Symetrycznbos¢ autokowariancji: v—j = ~;

e Wzér de Eulera: e = cos x + isinx

e Wzory: cos(—x) = cosx i sin(—x) = —sinx
powyzszy wzdér mozna przeksztatci¢ do:

flw) =

1 - .
or | 0 +2 Z ~j cos(jw)

ji=1

Poniewaz f(—w) = f(w) oraz f(2m +w) = f(w) wartosci widma podaje sie dla w € [0, 7].
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Widmo - odwrotna transformata Fouriera

Dla widma f(w) wartos¢ autokowariancji jest dana przez odwrotna transformaty
Fouriera:

v = / f(w)cos(jw)dw dla j =0,£1,£2,...

—T

Implikuje to, ze warto$¢ wariancji dla Y;:

Yo = 2/ f(w)dw.
0

oraz wkfad wahan o czestotliwosciach w € [wy,w;] do catkowitej wariancji procesu

Yt:
2 / f(w)dw.
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Oszacowanie widma

Dwie metody oszacowania widma na podstawie szeregu czasowego {y: : t =1,2,..., T}:

@ Oszacowanie modelu AR(P) postaci
Ye=p1ye—1+ ...+ ppye—p + €, & ~ N(0,02).
oraz podstawienie oszacowan parametréw do wzoru:

2
€

1

g

@® Wykorzystanie dyskretnej transformaty Fouriera (DFT):

T-1
Xs = § :yte—Zrlst/T
t=0

oraz obliczenie periodogramu jako:

-~ 1
f(ws) = §|xs|2.
ktéry mozna przeksztatci¢ do:
1 T-1
f(ws) = > Yo + 2 ; Aj cos(jws)
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Wygtadzony periodogram

e Wartosci periodogramu liczone jedynie dla poszczegdlnych wartosci wg, zas
jego wykres charakteryzuje sie duza zmiennoscia (utrudniony odczyt)

e Wygtadzenia utatwia odczyt periodogramu
e Wygtadzona wartos¢ periodogramu dla czestotliwosci w:

h

Flw)= Y v(x)f(w+x),

x=—h

gdzie h okresla szerokos¢ pasma przenoszenia (bandwidth), zas v(x) jest
funkcja okreslajaca tzw. okno spektralne (spectral window) przypisywane
sasiednim czestotliwosciom, ktére spetniaja zaleznos¢ Y., v(x) = 1.
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Przyktad - kwartalne tempo
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Filtry liniowe

Filtr liniowy definiujemy jako:

Xt = Z wj}’t—j = T/J(L)Yt

j=—o0

Filtry, ktére eliminuja trend stochastyczny lub deterministyczny musza spetniac
nastepujace warunki:

© Wagi sumujg sig do zera: ¢(1) = >3° ¢, =0
® Wagi s symetryczne: ¥; = ¢_;
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Filtry liniowe

Filtrowi liniowemu x; = ¥(L)y; w dziedzinie czestotliwosci odpowiada funkcja
odpowiedzi czestotliwosciowe] (frequency response function):

V(W)= Y e,
Jj=—o0
ktéra definiuje widmo dla zmiennej x,:
f(w) = V(W) (w)

gdzie |W(w)|? jest funkcja transferowa (transfer function), zas |W(w)| okreslane
jest jako wzmocnienie (gain).
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Filtry liniowe - przyktad

Zilustrujmy powyzsze rozwazania na przyktadzie filtru przyrostowego:
Xt = ¥t — Ye—1, dla ktérego (L) =1 — L.
Funkcja odpowiedzi czestotliwosciowe] wynosi:
V(w)=1-e™ =1—cos(w) + isin(w),
za$ funkcja transferowa przyjmuje postac:
|W(w)[> = |1 — cos(w) + isin(w)[> = 2 — 2 cos(w).

W rezultacie:
fi(w) = (2 — 2cos(w))fy (w).

Filtr przyrostowy uwypukla znaczenie wahan o wysokich czestotliwosciach (gdy w

jest bliska 7) oraz pochtania wahania o niskich czestotliwosciach (gdy w jest

bliska 0). Ponadto, jest to filtr asymetryczny: powoduje przesuniecie fazowe
widma dla x; wzgledem widma dla y;
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|dealny filtr pasmowo-przepustowy

e Zdefiniujmy filtr pasmowo-przepustowy (band-pass) jako filtr liniowy, dla
ktérego x; jest czescia y;, zwigzana z wahaniami o czestotliwo$ciach z
przedziatu w € [wy, wo].

e Przykfadowo, jezeli dla kwartalnych danych x; jest czescia y; o wahaniach z
przedziatu od 6 do 40 kwartatéw to w; = 75 oraz wo = .

e Dla nieskonczonej liczby obserwacji wagi idealnego filtru pasmowego (IF)
WYnosza:

sin(jwz)—_sin(jwl) dla J 75 0
KA PO dla j = 0.

™

e W praktyce dysponujemy skonczong liczba obserwacji, a zatem musimy
stosowa¢ jedynie przyblizenia dla IF
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Filtr Baxtera-Kinga

Baxter i King (1999) zaproponowali estymator filtru idealnego dla skonczonej liczby obserwacji:

Z ive—j = 0(L)ye

j=—n

gdzie n jest ustalane egzogenicznie (sugeroana warto$¢ wynosi 3 lata).
Wartosci parametréw 0; oblicza sie poprzez minimalizacje wyrazenia:

L7 () - ew)ldw
27 J_»

przy zatozeniu symetrycznosci oraz warunku > 7 0;

j=—n "1 =0

Interpretacja powyzszego wyrazenia jest Sredni dystans miedzy funkcja odpowiedzi
czestotliwosciowe] idealnego filtru W(w) oraz filtru BK ©(w).
Rozwigzaniem s3 wagi:

1 n
=Y o > ¥

gdzie v; s3 wagami filtru idealnego.
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Filtr Christiano-Fitzgeralda

Christiano i Fitzgerald (2003) zaproponowali asymetryczny filtr, ktéry umozliwia obliczenie
wszystkich obserwacji dla , przefiltrowanej’ zmiennej postaci:

Z Geye—j=de(L)yrdlat=1,2,...,T
j=t=T
Wartosci parametréw ¢; ; oblicza si¢ poprzez minimalizacje wyrazenia:
1 s
(W) = ()P (w)dw
27 )
przy warunku Zj:i(.rit) ¢j,e = 0.

W powyzszym wyrazeniu minimalizowana jest Srednia wazona dystansu miedzy funkcjami
odpowiedzi czestotliwosciowe] idealnego filtru W(w) oraz filtru CF ®.(w), gdzie wagi te sa dane
przez widmo zmiennej y;.

Dla procesu btadzenia losowego wagi wynosza:
Tpo =S 5t Ty dlaj=t—T
it = Ui daj=t-T+1,t—-T+2,...,t—1
Lo — S E daj=t-1,

gdzie wartosci ¢; sa wagami filtru idealnego. Uwaga: CF sugeruja, aby przed przystapieniem do
filtracji usuna¢ trend deterministyczny.
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Filtr Hodricka-Prescotta

HP - najczesciej stosowany filtr umozliwiajacy dekompozycje zmiennej y: na cze$¢ zwigzang z
dtugookresowym trendem y; oraz sktadnik cykliczny x¢: yr = ye + x¢
Dekompozycji dokonuje sie poprzez minimalizacje wyrazenia:

.
7 [(xe)? + M(Fer1 — 7e) — (Fe — 7e-1)1?]

t=1

gdzie parametr X okresla relatywna wage dla wariancji x¢ oraz przyrostéw y;.
Standardowa warto$¢ dla danych kwartalnych wynosi A = 1600, zas dla danych o innej
czestotliwosci:

Ar = (7/4)* ¥ 1600
Przyktadowo, dla danych miesiecznych (7 = 12): A12 = (3*) x 1600 = 129600
Dla danych rocznych: A\; = (1/4)* x 1600 = 6,25.
Funkcja odpowiedzi czestotliwosciowe dla filtru HP dla skfadnika cyklicznego jest postaci:
B )\(1 _ e"“’)z(l _ efiw)z
1+ A1 - ew)2(1 — eiw)2”

M(w)

Poniewaz (0) = 0; [(w) jest funkcja rosnaca dla w € [0, /2] oraz istnieje pewna warto$¢ W
taka, ze dla w € [w, /2] wartos¢ funkcji transferowej jest bliska jednosci. Z tego wzgledu filtr
HP jest filtrem gérno-przepustowym.
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Przyktad - analiza sktadowych cyklicznych w Polsce

Korelacje skladowych cyklicznych dla komponentow PKB

H O Q<
(@]
0]
=
=
(@)
(@]
o
N
\]
(@]
62}
=

Odchylenie standardowe skladowych cyklicznych
Y C G I
1.43 1.29 1.056 8.22
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Przyktad - analiza sktadowych cyklicznych w Polsce

Autokorelacja
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Przyktad - analiza sktadowych cyklicznych w Polsce

Cykliczna czesc skladnikéw PKB (filtr HP) Cykliczna czesc PKB (rozne filtry)
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