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Rozdziaª I. Wprowadzenie

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R
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Proces stochastyczny a szereg czasowy

.
Proces stochastyczny
..

......

Proces stochastyczny {Yt} w czasie dyskretnym stanowi ci¡g zmiennych losowych,
które s¡ uszeregowane wzgl¦dem obserwacji w czasie, oznaczanych indeksem t.

.
Szereg czasowy
..

......

Szereg czasowy {yt : t = 1, 2, . . . ,T} stanowi pojedyncz¡ realizacj¦ procesu
stochastycznego
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Momenty

Niech ft : ℜ → ℜ oznacza funkcj¦ g¦sto±ci rozkªadu brzegowego dla Yt .

.
Moment zwykªy rz¦du l
..

......
µ
(l)
t = E{(Yt)

l} =

∫ ∞

−∞
ul ft(u)du

.
Moment centralny rz¦du l
..

......
σ
(l)
t = E{(Yt − µ

(1)
t )l} =

∫ ∞

−∞
(u − µ

(1)
t )l ft(u)du.

.
Nazewnictwo
..

......

• Warto±¢ oczekiwana: pierwszy moment zwykªy

• Wariancja: drugi moment centralny

• Sko±no±¢: trzeci moment centralny

• Kurtoza: czwarty moment centralny
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Statystyki opisowe szeregu czasowego

�rednia ȳ = µ̂ = 1

T

∑T

t=1
yt

Wariancja w próbie: σ̂2 = 1

T−1

∑T

t=1
(yt − ȳ)2

Odchylenie standardowe: σ̂ =
√
σ̂2

Standaryzowana sko±no±¢ w próbie: S = 1

T−1

∑T

t=1

(
yt−ȳ
σ̂

)3
Standaryzowana kurtoza w próbie: K = 1

T−1

∑T

t=1

(
yt−ȳ
σ̂

)4
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Autokowariancja

Autokowariancja okre±la warto±¢ kowariancji mi¦dzy procesem stochastycznym a
tym samym procesem przesuni¦tym o pewien odcinek czasu.

Warto±¢ autokowaraincji dla zmiennych Yt oraz Yt−s :

γt,s = Cov(Yt ,Yt−s) = E [(Yt − µt)(Yt−s − µt−s)]

Autokorelacja: znormalizowana warto±¢ autokowariancji:

ρt,s =
γt,s

σt × σt−s

Autokorelacja cz¡stkowa (ρt,ss) okre±la zale»no±¢ mi¦dzy zmiennymi Yt i Yt−s

przy usuni¦ciu wpªywu po±rednich obserwacji Yt−1, . . . ,Yt−s+1 na obydwie
zmienne.
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Autokowariancja w próbie

Autokowariancja w próbie:

γ̂s =
1

T

T∑
t=s+1

(yt − ȳ)(yt−s − ȳ)

Autokorelacja w próbie:

ρ̂s =
γ̂s
γ̂0
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Przykªad: dane dla polskiego PKB

Poziom
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Kapitalizacja odsetek i stopy zwrotu

Prosta stopa procentowa:1 Yt+k = Yt ×
∏k−1

i=0
(1+ Rt+i )

m-krotna kapitalizacja odsetek: Yt+1 = Yt ×
(
1+

Rm,t

m

)m
Powi¡zanie mi¦dzy stopami: Rt =

(
1+

Rm,t

m

)m
− 1

Stopa o ci¡gªej kapitalizacj R∗: Rt = limm→∞

(
1+

Rm,t

m

)m
− 1 = eR

∗
t − 1

Powi¡zanie mi¦dzy stopami: R∗
t = ln(1+ Rt)
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. . . . . .

Kapitalizacja odsetek i stopy zwrotu

Warto±¢ depozytu dla stóp o ci¡gªej kapitalizacji:

Yt+k = Yt ×
k−1∏
i=0

eR
∗
t+i = Yt × exp

(
k−1∑
i=0

R∗
t+i

)

Sumowalno±¢ stóp o ci¡gªej kapitalizacji

R∗
t,t+k =

k−1∑
i=0

R∗
t+i,t+i+1

Warto±¢ depozytu 1000PLN po roku dla R=10% i ró»nych warto±ci m

m = 1 m = 2 m = 4 m = 12 m = Inf

wartosc depozytu 1100 1102.5 1103.81 1104.71 1105.17
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. . . . . .

Kapitalizacja odsetek i stopy zwrotu

Operacj¡ odwrotn¡ do liczenia warto±ci depozytu maj¡c dan¡ stop¦ procentow¡,
jest liczenie stopy procentowej przy danych dotycz¡cych warto±ci depozytu.

Prosta stopa procentowa

Rt =
Yt+1

Yt

− 1

Stopa o ci¡gªej kapitalizacji - tak»e logarytmiczna stopa zwrotu

R∗
t = ln

Yt+1

Yt

= ∆ lnYt+1

Ze wzgl¦du na po»¡dane wªa±ciwo±ci logarytmicznej stopy zwrotu, takie jak
addytywno±ci i symetryczno±¢, jest ona bardzo cz¦sto wykorzystywana w
modelowaniu ekonomicznych i �nansowych szeregów czasowych
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