Rozdziat 11. Modele réwnowagi na rynku kapitatowym
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Wprowadzenie

Przy budowie portfela inwestycyjnego wazna jest analiza zaleznosci miedzy
oczekiwang stopa zwrotu i ryzykiem

Dwa najbardziej popularne modele umozliwiajace wycene ryzyka dowolnej
inwestycji:

e model réwnowagi na rynku kapitatowym (CAPM)
e teoria arbitrazu cenowego (APT)

Modele te przyjmuja, ze stopy zwrotu dla akcji sa generowane przez:
e model jednoczynnikowy (CAPM)
e model wieloczynnikowy (APT)
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Model jednoczynnikowy

e Liczba parametréw modelu Markowitza dla N akcji: N dla wektora
oczekiwanych stép zwrotu i oraz (N + 1)N/2 dla macierzy kowariancji X

e Dla N =100 liczba parametréw wynosi 5150

e Zazwyczaj w portfelach funduszy inwestycyjnych znajduje sie 200-300
waloréw

e Opracowanie prognozy eksperckiej dla tak wielkiej liczby wspétczynnikéw
korelacji w spos6b bezposredni jest bardzo trudne, a wrecz niemozliwe.

e Model jednoczynnikowy, zaproponowany w artykule Sharpe’a (1963),
umozliwia ograniczenie wymiaru powyzszego problemu
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Model jednoczynnikowy: zatozenia

@ Zalezno$¢ miedzy stopa zwrotu r; dla i-tej akcji oraz tempem wzrostu
indeksu gietdowego r,, jest liniowa:

ri =a; + Birm + €
€; NN(O,O'?,;)

cov(rm,€) =0

® Jedynym zrédtem korelacji miedzy stopami zwrotu dla akgcji jest ich wspdlna
reakcja na ogélna sytuacje rynkowa

cov(ej, ;) =0dlai#j
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Model jednoczynnikowy: implikacje

@ Oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje i wynosi:
Wi = o + Bifim

i skfada sie z czesci niezaleznej (parametr alfa) oraz zaleznej (parametr beta)
od ogdlnej sytuacji na rynku
® Wariancja z inwestycji w akcje i wynosi::
o? = Bt + 02,
i skfada sie z ryzyka rynkowego i swoistego.

® Kowariancja miedzy stopami zwrotu zalezy jedynie ze wspdlnej reakcji na
ogdblna sytuacje rynkowsa:

2
O','J' = ,B,ﬂjam.
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Model jednoczynnikowy: posta¢ wektorowa

Model jednoczynnikowy w postaci wektorowej:
r=a+ fBrp,+e
Oczekiwane stopy zwrotu oraz macierz kowariangji:

p=a+ Bum

¥ =Bp'op + X
Liczba parametréw niezbedna do obliczenia i oraz ¥: po N parametréw dla
wektoréw « i B oraz macierzy ¥, (macierz diagonalna). W sumie 3N parametréw.

Dla N = 100 spadek liczby parametréw dla ktérych nalezy dokona¢ prognozy z
5150 do 300.
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Model jednoczynnikowy: dywersyfikacja ryzyka

Dla portfela o stopie zwrotu r, = w'r, gdzie w = /N zachodzi:

MHp = w'a+ WIIBMm =a,+ Bpﬂlm
0,2, =w BB wo? +wEw= 12,0,2,, +w'Eow.

Dla dobrze zdywersyfikowanego portfela:

1

. . 1
lim w'X.w= lim —2L’ZEL = |
N N—oo

N—oco N—o0

L N . . . .
gdzie 02 = § >°,7, 02 ,. Oznacza to, ze ryzyko swoiste (niesystematyczne) mozna

zdywersyfikowaé. W efekcie, jezeli zachodzi zalezno$¢ miedzy ryzykiem i
oczekiwana stopa zwrotu, to rynek powinien wyceniaé¢ jedynie ryzyko rynkowe
(systematyczne).
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Model jednoczynnikowy - przyktad do 50 akcji GPW

alfa
ALMA 1.310
AWBUD -0.230
BORYS 2.1561
BOS -0.181
BYTOM 0.824
CERSA 0.717
DEBIC 0.178
Min. -2.601
Mediana 0.130
Srednia 0.197
Max. 2.1561
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Dywersyfikacja ryzyka niesystematycznego - przyktad c.d.

Dywersyfikacja ryzyka niesystematycznego jest utrudniona, gdy macierz
kowariancji X, nie jest diagonalna poniewaz:

1
w'E ow # igaf
Powyzsze wyrazenia dla naszego przypadku wynosza:

Wartosc wSig2w.diag: 3.92
Wartosc wSig2w: 19.5
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Zatozenia modelu CAPM

Model réwnowagi rynku kapitatowego (capital asset pricing model, CAPM),
niezaleznie zaproponowany w pracach Sharpe'a(1964), Lintenera (1965) oraz
Mossina (1966), opiera sie na nastepujacych zatozeniach:

@ Wszyscy inwestorzy sg racjonalni oraz charakteryzuja sie awersja do ryzyka

® Wszyscy uczestnicy rynku maja jednakowy oraz petny dostep do informacji
oraz posiadajg nieograniczony dostep do stopy wolnej od ryzyka

® Wszyscy inwestorzy sa biorcami cen, za$ ich decyzje nie maja wptywu na ceny
akgji.

® Nie ma kosztéw transakcji oraz podatkéw, zas wszystkie aktywa sa doskonale
podzielne.

® Oczekiwania inwestoréw co do przysztych stép zwrotu oraz ryzyka sa
identyczne.

@ Jedynym Zrédtem korelacji miedzy stopami zwrotu dla réznych akgji jest
wspolna reakcja na ogélng sytuacje rynkowa
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Portfel rynkowy w modelu CAPM

e Inwestorzy maja identyczne oczekiwania zatem identyczne postrzeganie
granicy efektywnej (linia rynku kapitatowego)

e Zatem, kazdy portfel inwestycyjny jest $rednia wazona portfela stycznego
oraz instrumentu wolnego od ryzyka

e Poniewaz wszyscy inwestorzy posiadaja identyczny portfel ryzykownych
aktywéw, to w warunkach réwnowagi musi on by¢ portfelem rynkowym, tak
aby popyt na akcje byt réwny ich podazy

e Zatem, portfel styczny jest portfelem rynkowym (zmiany jego cen moga by¢
mierzone przez rozlegty indeks gietdowy)
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Cena ryzyka w modelu CAPM
e Poniewaz portfel rynkowy to portfel styczny, zatem CML dana przez:
Hm — If
Pp = rf + o 7p

m

gdzie pp oraz o, to oczekiwana stopa zwrotu oraz ryzyko dowolnego portfela
znajdujacego sie na granicy efektywne;j.
e Wiemy, ze dla dobrze zdywersyfikowanego portfela:

2 _ 2.2
Op = PpIm

e Potaczenie powyzszych zaleznosci wskazuje, ze oczekiwana stopa zwrotu
dobrze zdywersyfikowanego portfela efektywnego jest liniowa funkcja
parametru beta dla tego portfela:

HUp = If +Bp(/~Lm - rf)
e Powyzsza zalezno$¢, uogdlniona dla wszystkich aktywéw:
i = r¢ + Bi(fom — rr)

okresla sie jako linia rynku papieréw wartosciowych (security market line,
SML)

MPGzR (rozdz. 11) Model CAPM 12 / 33



Testy modelu CAPM

Testy empiryczne modelu CAPM polegaja na zazwyczaj na analizie nastepujacych
pytan:

e zalezno$¢ miedzy oczekiwana stopa zwrotu oraz parametrem beta jest
dodatnia oraz liniowa;

e nachylenie SML wynosi pp, — rr;

e oczekiwana stopa zwrotu dla aktywéw o zerowym parametrze beta wynosi ry;

e rynkowa warto$¢ ryzyka niesystematycznego jest zerowa.

Problemem w testach CAPM jest fakt, ze wartosci dla u;, 8; oraz pn, nie s3

zmiennymi obserwowalnymi. Zatem testy modelu CAPM zazwyczaj s3 tacznym
testem trzech hipotez:

® model jednoczynnikowy jest prawdziwy w kazdym okresie;
® model CAPM jest prawdziwy w kazdym okresie;

© parametry beta s3 stabilne w czasie.
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Testy modelu CAPM

e Model jednoczynnikowy w okresie t:

it =0 + Birme + €t
Wie = + Bifime
rie =lir + ﬂi(rmt - Mmt) + €ir

e Model CAPM w okresie t:

Wie = I + 5i(,umt - fft)

e Potaczenie powyzszych zaleznosci:

iy — re = 6i(rmt - rft) + €
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Prosty test modelu CAPM

Etap 1: Dla kazdego i oszacowaé parametry regresji:

lig — Iy = Bi(rmt - rft) + €t

Etap 2: Estymacja parametréw regresji:

i — Fr = Y0+ nBi + 7262 + i,

Weryfikacja hipotez:

Yo =0
Y1 =Fm — Tf
72 :07
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Prosty test modelu CAPM - przyktad cd.

Etap 1:
beta Sei R2
ALMA 1.086 13.17 0.2563

ZYWIE 0.284 5.56 0.1165

Etap 2:

Wartosc Std. err. t_stud. Pr(>|t])
gamma_0 -0.434 0.406 -1.07 0.290
gamma_1 1.350 0.420 3.21 0.002 **
gamma_2 -0.002 0.001 -1.92 0.061 .

Multiple R-squared: 0.198, Adjusted R-squared: 0.163
Weryfikacja HO:

gamma0 = 0; gammal = 0.29; gamma2 = 0
F(47,3)=3.14% (prob = 0.034)
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SML dla akcji notowanych na GPW
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Stabilno$¢ parametru beta

e Mozliwosci arbitrazu (np. inwestycja w portfel o zerowej becie i oczekiwane]
stopie zwrotu wyzszej od stopy wolnej od ryzyka) sa ograniczone, m.in. ze
wzgledu na zmienno$¢ parametru beta

e Blume (1975) pierwszy pokazat, ze oszacowania parametréw beta sa
niestabilne w czasie: tendencja oszacowan parametréw beta do powracania
do neutralnej wartosci 1

e Test Blume'a polega na podziale préby na dwa okresy i oszacowanie
parametréw modelu:

Bui = o + U1 o + €

gdzie By oraz [»; sa oszacowaniami parametru beta uzyskane na podstawie
dwéch podpréb.
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Stabilnoé¢ parametru beta - przyktad cd.

betal
ALMA 1.148
AWBUD 1.056
BORYS 1.232
BOS 0.371
BYTOM 0.605

beta?2
.043
.948
.504
.292
.096

= OB O K-

Wartosc Std. err. t_stud. Pr(>|t])

psi_0
psi_1

0.886 0.135 6.56  0.000 *xx
0.253 0.171 1.48 0.15

Multiple R-squared: 0.0437, Adjusted R-squared: 0.0237

Weryfikacja HO: psi_ 0 = 0 oraz psi_1 =1

F(48,2)=27.2%** (prob

0.000)
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Zalezno$¢ miedzy oszacowaniami parametru beta
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Test Sharpe’a-Coopera (1972) modelu CAPM

e Test polega na sprawdzeniu, czy inwestujac w akcje o wysokim
wspotczynniku beta mozemy uzyskaé wyzszg stope zwrotu niz inwestujac w
akcje o niskim wspétczynniku beta

e Autorzy stworzyli 10 portfeli uszeregowanych wedtug decyli parametru beta i
badali, czy w okresie 1931-1967 oczekiwana stopa zwrotu dla tych portfeli
byta dodatnio skorelowana z warto$ciami ich parametréw beta (zmiana
struktury portfeli dokonywana raz na rok, oszacowania bet na podstawie
danych z ostatnich 60 miesiecy)

e Autorzy wskazuja, ze odpowiedz na postawione pytanie brzmi TAK

e Sprawdzmy, czy wyniki te s3 potwierdzone dla danych polskich z okresu
2006-2010
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Test Sharpe’a-Coopera - przyktad cd.

betal 2006 2007 2008 2009 2010 2006-2010
portfel 1 0.308 8.11 0.160 -2.57 0.846 0.411 1.3929
portfel 2 0.548 7.52 -0.523 -8.33 1.375 0.511 0.1110
portfel 3 0.734 4.62 1.883 -5.09 5.285 -1.740 0.9926
portfel 4 0.798 6.64 0.756 -8.06 3.240 0.438 0.6031
portfel 5 0.882 7.08 1.235 -11.61 2.503 1.191 0.0794
portfel 6 0.975 9.46 1.151 -8.86 0.479 0.245 0.4956
portfel 7 1.077 8.34 1.921 -9.43 3.382 -0.427 0.7573
portfel 8 1.180 7.54 0.383 -10.01 4.127 1.651 0.7397
portfel 9 1.375 7.02 0.684 -9.22 8.107 b5.376 2.3926
portfel 10 1.755 3.06 -1.989 -12.36 5.201 -0.925 -1.4024

Oszacowanie parametrow regresji srednich stop zwrotu w latach 2006-2010
wzgledem parametru beta dla 10 portfeli:

Wartosc Std. err. t_stud. Pr(>|tl)

stala 1.344 0.821 1.64 0.14
beta -0.755 0.789 -0.96 0.37
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Teoria arbitrazu cenowego

o Wiele rozszerzen modelu CAPM (polegajacych na usunieciu kolejnych zatozen
modelu CAPM), z ktérych najwieksza popularnoscia cieszy sie teoria arbitrazu
cenowego (arbitrage pricing theory, APT), zaproponowana przez Rossa (1976)

e Podstawowa réznica miedzy modelami CAPM i APT jest okreslenie zrédet
ryzyka: medel jedno- vs. wieloczynnikowy

e Zatozenia modelu APT takie jak modelu CAPM, z wyjatkiem modelu dla
stop zwrotu (dalej nadzwyczajnych stop zwrotu y; = r; — rf):

yi =a; + Bifi + Biofa + ... + Bikfk + €
€; NN(O,O’SJ)

cov(fy,e;)=0dla k=1,2,...,K

cov(ej,€j) =0 dla i # j,

gdzie K jest liczba czynnikéw fr odpowiedzialnych za wspélng zmiennosé
akcji, za§ parametry (i sa okreSlane jako fadunki
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Dobér czynnikéw w modelu APT

e Dwa podejécia przy doborze czynnikéw: teoretyczne oraz statystyczne

e Podejscie teoretyczne: odgdrne wyznaczenie zbioru zmiennych
makroekonomicznych i finansowych majacych wptyw na ksztattowanie sie
kurséw akcji (Sokalska, 1996, dla Polski oraz Chen, Roll i Ross, 1986 dla
rynku amerykanskiego)

e Podejscie statystyczne: analiza czynnikowa lub metoda gtéwnych sktadowych,
gdzie oszacowania B, uzyskuje sie na podstawie ¥ = cov(y) (Rubaszek,
2002 dla Polski oraz Roll i Ross, 1980 dla rynku amerykanskiego).

e Nie wiadomo, ktéra z metod lepsza: analiza czynnikowa czy metoda
gtéwnych sktadowych.
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Metoda gtéwnych sktadowych

Niech dany bedzie model wieloczynnikowy zapisany w postaci macierzowe;:
y=a+pf +e

gdziey=[y1 yo ... wn|'. B=I[Bulnxkoraz f=1[H £ ... fk].
Zatézmy, ze czynniki sa niezalezne, tj.: cov(f) = Ix. Wariancja stép zwrotu
Wynosi:

¥ =60 + Lo,

gdzie X, jest diagonalna macierza zawierajaca ‘752,; na przekatne;j.
Metoda gtéwnych sktadowych polega na wyznaczeniu takich wartosci macierzy 3,
aby wyrazenie 35’ w jak najwiekszym stopniu odzwierciedlato wartos¢ macierzy

korelacji .
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Metoda gtéwnych sktadowych

Problem optymalizacyjny dla pierwszej sktadowe;:

max var(xy)
B

x1 = Py fip1 =1

Problem optymalizacyjny dla drugiej sktadowe;:

max var(xz)
xo = Byy;cov(xa,x1) =0; 853 =1

Rozwigzaniem s3 kolejne wektory wtasne macierzy ¥ = cov(y)
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Metoda gtéwnych sktadowych

e Dekompozycja spektralna macierzy kowariancji x:

Y = VAV,

gdzie A macierz diagonalna z warto$ciami wtasnymi, V macierz wektoréw
wtasnych.

e Suma warto$ci wtasnych macierzy ¥ spetnia:

N N
E 2 __ E

Ui = )\k,
i=1 k=1

gdzie 02 = var(y;).
o (Cze$¢ sumy wariancji wyjasniona przez k-ta sktadowa wynosi:

Ak

A4+ A
e Estymator MNW dla czynnikéw wspélnych (Bartlett, 1937):

f=(BT'8) BTy —y)
% ) 36



Metoda gtéwnych sktadowych - przyktad c.d.

Wklad do wariancji stop zwrotu akcji notowannych na GPW

Skladowa 1 2 3 4 5 6 7
Indywidualny wklad: 0.290 0.064 0.053 0.048 0.039 0.032 0.031
Skumulowany wklad: 0.290 0.355 0.408 0.456 0.495 0.527 0.558

Wartosc macierzy ladunkow:

Comp.1 Comp.2 Comp.3
ALMA -0.1477 0.03410 0.03211
AWBUD -0.1390 -0.09495 0.10664
YAWAL  -0.1919 0.09527 0.04332
ZYWIE -0.0121 -0.00445 0.00336
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Whktad kolejnych sktadowych do objasniania wariancji stép
zwrotu

Individualny wklad Skumulowany wklad
© ©
S 7] [
n n
c 7] o 7]
< <
S 7] [
[32] (3]
c 7] o 7]
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o 7] o 7]
b =
c 7] o 7]
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glowna skladowa glowna skladowa
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Wycena ryzyka w modelu APT

Wariancja stopy zwrotu portfela inwestycyjnego:

yp = wa+ Bpf +we,
gdzie 3, = w’f3, wynosi
0,2) = Bpf, + w'Zw.
Dla dobrze zdywersyfikowanych portfeli wyrazenie w'¥.w dazy do zera, a zatem

rynek nie powinien wycenia¢ ryzyka swoistego. Rynkowa cene ma jedynie ryzyko
zwigzane z kolejnymi czynnikami f.

Cena ryzyka zwigzanego z kolejnymi czynnikami jest liczona na podstawie K
portfeli arbitrazowych (arbitrage portfolio), ktére s zalezne jedynie od jednego
czynnika z tadunkiem 1. Oznaczajac przez wy wagi k-tego portfela arbitrazowego
oraz przez W =[wy; wn ... wg], oznacza to ze:

W's = Ix,

Przyktad macierzy wag:

W =p5(6'8)"
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Wycena ryzyka w modelu APT

Wzér na nadzwyczajna stope zwrotu dla k-tego portfela arbitrazowego:

Yok = Wi + fi + we.
Wyrazenie:
E(ypk) = )\k = WLO(.

okresla premie za ryzyko zwigzane z k-tym czynnikiem. Przy braku mozliwosci
dokonania arbitrazu na rynku kapitatowym, wartosci oczekiwanych stép zwrotu
inwestycji w dowolna akcje powinny wynosi¢:

wi = re + ABin + A2Biz + ... + Ak Bik.
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Wycena ryzyka w modelu APT -przyktad c.d.

Wartosci parametru lambda:

portfel 1  portfel 2 portfel 3
-3.29 -1.35 2.30

Oszacowania regres;ji:
‘ﬂ=%+7ﬁn+w&rhn+%ﬁm+m

Wartosc Std. err. t_stud. Pr(>|tl])

gamma_0 0.492 0.376 1.31 0.197
gamma_1 -3.513 2.649 -1.33 0.191
gamma_2 -1.331 0.940 -1.42 0.163
gamma_3 2.295 0.911 2.52 0.015 =*

Signif. codes: O ‘**x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢’ 1

Multiple R-squared: 0.197, Adjusted R-squared: 0.145
F-statistic: 3.76 on 3 and 46 DF, p-value: 0.0170
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Wycena ryzyka w modelu APT -przyktad c.d.

Sprawdzmy, czy ryzyko swoiste jest wyceniane na GPW. Wyniki regresji:

Fi ="+ 7B + 7B+ ..+ KB + 682 ; + i,

gdzie 62, jest estymatorem wariancji ;

Wartosc
gamma_0 0.747
gamma_1 -6.307
gamma_2 -0.679
gamma_3 2.111
gamma_4 -0.004

Signif. codes: O ‘x*x*x’ 0.001 ‘x*x’

Multiple R-squared: 0.25, Adjusted
F-statistic: 3.75 on 4 and 45 DF,

Std.

O O O WwWwo

err.
.394
.025
.988
.897
.002

t_stud. Pr(>|tl|)
1.90 0.064 .

-2.09 0.043 =*
-0.69 0.496

2.35 0.023 =*
-1.79 0.081 .

0.01 ¢*x’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

R-squared: 0.183
p-value: 0.0102
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