Rozdziat 10: Portfel inwestycyjny
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Wprowadzenie

Wktad Markowitza, laureata nagrody Nobla z ekonomii w 1990 r., do teorii
budowy portfela inwestycyjnego:

o Ujecie charakterystyk portfeli w kategoriach oczekiwanej stopy zwrotu oraz
ryzyka (mean-variance portfolio)

e Teoria konstrukcji optymalnych portfeli inwestycyjnych
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Stopa zwrotu z inwestycji

Prosta stopy zwrotu z inwestycji w akgcje /:

Pit = Pi,t—1 + Di
Pii1 ’

Wartos$¢ R;; sktada sie z dwéch elementéw:

Rit =

e zysk kapitatowy (capital gain) zwigzany ze zmiana ceny akcji
e stopa dywidendy (dividend yield), zwigzana z wyptata dywidendy.

Logarytmiczna stopa zwrotu:

riy = |n(P,'t + Dit) — In(P,',t_]_) = |n(1 + Rit)
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Zatozenia modelu Markowitza

Rozktad logarytmicznych stép zwrotu jest postaci (rozwazania dla danego
momentu w czasie):

ri = pi + €
€ ~ N(0,0?)

Cov(ei, €j) = ojj.

wi:  oczekiwana stopa zwrotu

oi: ryzyko

Dla N akcji powyzsze zalezno$ci mozna zapisa¢ w skrécie jako:

r~ N(pX),
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Zatozenia modelu Markowitza

Ponadto, w modelu Markowitza przyjmuje sie, ze:
e Inwestorzy s3 racjonalni oraz charakteryzuja sie awersja do ryzyka: daza do
uzyskania jak najwyzszych stop zwrotu przy jak najmniejszym ryzyku.
e Wszyscy maja jednakowy oraz petny dostep do informacji, tj. rynek jest
efektywny w silnej formie (zob. Fama, 1970), oraz nieograniczony dostep do
stopy wolnej od ryzyka rr, po ktérej moga pozyczac i deponowac srodki.

e Inwestorzy s biorcami cen, za$ ich decyzje nie maja wptywu na ceny akgji.

e Nie ma kosztéw transakcji oraz podatkéw, zas wszystkie aktywa s3 doskonale
podzielne.
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Portfel dla dwéch akcji

Rozwazmy portfela skfadajacy sie z dwéch akeji (A i B) dla ktérych:

) 2
's HB] |0AB Op
Niech wa oraz wg oznaczaja udziaty aktywéw A i B w portfelu, tj.

WA+WBI]..
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Portfel dla dwéch akcji

Stopa zwrotu z portfela:
rp = wara + werp
ma rozkfad:
2
fp ~ N(Upvo'p)a
gdzie:

Hp = Walla + Wplip

2 _ 2 2 2 2
Op = Wp0s + Wg0g + 2WaWg0aB
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Portfel o minimalnym ryzyku

W celu uzyskania portfela 0 minimalnym ryzyku szukamy wartosci wy dla ktérej
wariancja portfela:

az = wi03 + (1 — wa)?0% + 2wa(l — wa)oas

jest najnizsza. Pochodna:

do?
—P = 2WAU§\ —-2(1- WA)(T% +2(1 —2wa)oas
dWA

jest réwna zeru dla:

2
Oax — OAB
o2+ 0% —20
A B AB

2
0p —O0AB

X
w =
A 04+ 0% — 208

oraz wg =
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Przyktad

Rozktad dla akcji A i B:
Parametr rozktadu HA “B TA oB OAB PAB
Wartos¢ 0,04 0,06 002 005 0,00 0,00

Zastosowanie powyzszych wzoréw prowadzi do uzyskania wag:

Wagi portfela
0.862 0.138

Charakterystyki portfela:
Oczekiwana stopa zwrotu: mu = 0.0428
Ryzyko: sig = 0.0186
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Przyktad
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Portfel efektywny

O portfelu méwimy, ze jest efektywny gdy:

@ Przy danym poziomie ryzyka nie istnieje inny portfel o wyzszej oczekiwanej
stopie zwrotu.

® Przy danym poziomie oczekiwanej stopy zwrotu nie istnieje inny portfel o
nizszym ryzyku.

Zbiér portfeli efektywnych okresla sie jako granica efektywna (efficient frontier)
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Portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Charakterystyki instrumentu wolnego od ryzyka (aktywo F):

E(re) = pe =1y
Var(r¢,) =0
Cov(rs,rp) =0,

gdzie r, ~ N(,up,af,) jest stopa zwrotu z ryzykownego portfela, okreslanego dalej
jako ,aktywo P"

MPGzR (rozdz. 10) Portfel inwestycyjny 12 / 31



Portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Rozwazmy portfel sktadajacy sie z aktywéw F i P (portfel PF), gdzie w, oznacza
udziat aktywa P w tym portfelu. Stopa zwrotu dla portfela PF:

ror = (L= wp)re + wprp

ma rozktad rpr ~ N(ppr, 02f), gdzie:

tpr = (L= wp)re + wppip

2 _ 2 2
Opf = Wp0p,.
Zauwazmy, ze:

tof = 15 + Wp(pp — ).

Wyrazenie pi, — rr okresla oczekiwang nadzwyczajna stope zwrotu (expected
excess return), zwang takze premia za ryzyko (risk premium), ktérego wartos¢
wynosi o,.
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Wspotczynnik Sharpe’a

Ryzyko inwestycji w portfel PF:
Opf = WpOp.

Podstawiajac do:
Mpf = rf + Wp(,up - rf)-

uzyskujemy:
Hp — If

Op

Ppf = rf + Opf;

Oczekiwana stopa zwrotu oraz ryzyko wszystkich mozliwych portfeli
inwestycyjnych stworzonych z aktywéw F i P znajduja sie na pétprostej o
poczatku w punkcie (0, rr) oraz nachyleniu % Nachylenie to jest okreslane
jako wspoétczynnik Sharpe’a (Sharpe ratio) aktywa P i mierzy jak wyceniana jest
jednostka ryzyka inwestycji w to aktywo (zob. Sharpe, 1966)
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Przyktad c.d.

Parametr rozktadu LA 1B oA 0B OAB PAB re
Wartos¢ 0,04 006 002 005 000 0,00 0,03
SR, =M

aj
Wspolczynnik Sharpe’a
Akcja A: SR = (0,04-0,03)/0,02 = 0,5
Akcja B: SR = (0,06-0,03)/0,05 = 0,6
15 / 31
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Efektywny portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Aby wyznaczy¢ granice efektywng w przypadku wystepowania aktywa F
poszukiwany jest portfel sktadajacy sie jedynie z ryzykownych aktywéw o
najwyzszym wspétczynniku Sharpe'a. Dla dwéch aktywdw ryzykownych problem
jest nastepujacy:

— 1y
max Hp 't
Wa,WB Op

Podstawiajac wartosci oczekiwanej stopy zwrotu oraz wariancji dla portfela

ztozonego z akcji A i B oraz warunek sumy wag problem ten mozna zapisa¢ jako:

. WA(,UA — rf) + (1 - WA)(,UB - rf)
wa (W3oh + (1 — wa)?0p +2wa(l — wa)oap)'/?
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Efektywny portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Rozwigzaniem s3 wagi:

*

(ﬂA - ff)0’123 - (MB - ff)CfAB

w =
AT (pa— re)od + (g — re)os — (a + pp — 2r¢)oas
x _ (1B — ff)Uf\ — (A — re)oas

WB -

(na — re)og + (ug — re)ox — (1a + s — 2rf)oas

Wagi te okreslaja portfel styczny (tangency portfolio), dla ktérego r, ~ N(up,03).
Granica efektywna jest potprosta rozpoczynajacej sie w punkcie (0, rr) oraz
przechodzaca przez punkt (up,0,). Potprosta jest okreslana natomiast jako linia
rynku kapitatowego (capital market line, CML)
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Przyktad c.d.

Wagi portfela stycznego
0.676 0.324

Oczekiwana stopa zwrotu: mu 0.0465
Ryzyko: sig = 0.0211
Wspolczynnik Sharpe’a: 0.781

Portfele z aktywem wolnym od ryzyka Porfel styczny
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Portfel dla N akgji

Rozwazmy portfel dla N akgji o stopach zwrotu:

r~ N(uX).

Niech w =[wy w» ... wp] oznacza wektor wag, zas (y =[1 1 ... 1]
wektor jedynek. Warunek sumy wag ma postac:

weie=1

Stopa zwrotu z portfela r, = w'r, ma rozkfad:

rp ~ N(w'p, w'Zw)
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Portfel o minimalnym ryzyku

Problem optymalizacyjny:
min 0’2, =w'Xw
w
p.-w.
wii=1
Lagrangean:
L=wZIw+A\w'-1),

Warunki pierwszego rzedu:

%:ZZW—F)\L:
%:W/L—].:O
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Portfel o minimalnym ryzyku

Warunki w formie macierzowej:

Tl Bl= 1]

Rozwigzanie:
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Portfel o minimalnym ryzyku i stopie zwrotu fig
Problem optymalizacyjny:

minos = w'Tw
w
p.w.
fp = W' = pio
we=1.
Lagrangean:

L=wZIw+\(wp— o)+ (w'e—1)

Warunki pierwszego rzedu:

oL =2Yw+ A+ e =0
ow’

oL ,
8—)\1—WM—M0—0

oL ,
a_Az_WL_l_O
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Portfel o minimalnym ryzyku i stopie zwrotu fig

Warunki w formie macierzowej:

2y o] |w On
o0 0| | M| =
J 0 0 )\2 1

Rozwigzanie:
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Portfel N akcji z aktywem wolnym od ryzyka

Oznaczenia:
ew=[w ws ... wy] - wektor wag dla akgji
e wy =1— w's - udziat aktywa wolnego od ryzyka w portfelu

Stopa zwrotu z portfela:
rof = re + W' (r —ure),

ma rozktad r, ~ N(ppr, 02(), gdzie:

Lpf = rf +w' (1 — urr)

2
Opf = W Xw.
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Wyznaczanie portfela stycznego: metoda nie-wprost

Etap I: Wyznaczenie portfela o minimalnym ryzyku i oczekiwanej stopie g

Problem optymalizacyjny:
min o2 = w'Tw.
p.w.
fpr = rr +w' (= ure) = pio
Lagrangean:

L=ww+ Xre+w'(p—ure) — po)
Warunki pierwszego rzedu:

oL
p] =2YXw+ AMu—re) =0

oL
a:rf—l—wl(u—m)—uo:o.
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Wyznaczanie portfela stycznego: metoda nie-wprost

Etap Il: ciekawe podstawienie

Niech:

po = re+ (u—ure) T 7w — ure).

Zgodnie z warunkiem r¢ + w'(p — vre) — po = 0 wagi wynosza:

w=3%"1(u—ure),

za$ ich suma to «/'w = /S~ (u — ¢r¢). Tym samym wagi portfela stycznego
wynosza:

o TN (=)

VY Y (=)’
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Portfela dla akcji notowanych na GPW

Dane miesieczne z okresu 2000 - 2010 dla 5 akcji notowanych na GPW

Dane miesieczne z okresu 2000 - 2010
Charakterystyki stop zwrotu
ASSE

Min
Srednia
Max

Odch. Std.

-0.46322 -0.
0.00928
1.09786
0.16903

S O O

Korelacja stop zwrotu

ASSE
ASSE 1.000
HAND 0.160
KGHM 0.284
TPSA 0.389
ZYWI 0.188

HAND
0.160
1.000
0.348
0.196
0.174

KGHM
0.284
0.348
1.000
0.336
0.241

HAND
35555

.00664
. 33609
.08955

TPSA
0.389
0.196
0.336
1.000
0.226

KGHM TPSA ZYWI
-0.4949 -0.225855 -0.20479
0.0176 -0.000782 0.00658
0.3041 0.338975 0.26895
0.1316 0.087935 0.06321
ZYWI
0.188
0.174
0.241
0.226
1.000
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Portfel dla akcji notowanych na GPW

Spec <- portfolioSpec()
minvariancePortfolio(r, Spec)
setTargetReturn(Spec) = 0.01
efficientPortfolio(r, Spec, Constraints)
setRiskFreeRate(Spec) <- log(0.0366/12 + 1)
tangencyPortfolio(r, Spec, Constraints); tP

vV V V V V VvV

Wagi:

Portfel: ASSE HAND KGHM TPSA ZYWI
Minimalne ryzyko 0.000 0.229 0.000 0.215 0.556
Min. ryzyko, mu=0.01 0.021 0.140 0.304 0.000 0.535
Portfel styczny 0.009 0.000 0.611 0.000 0.380

Portfel: mu Sigma CVaR VaR

Minimalne ryzyko 0.005 0.052 0.118 0.082
Min. ryzyko, mu=0.01 0.010 0.065 0.154 0.105
Portfel styczny 0.013 0.090 0.218 0.119

Wsp. Sharpe’a dla portfela stycznego: 0.115
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Portfel dla akcji notowanych na GPW
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Analiza wrazliwoséci

Podzielmy prébe na cztery réwne podokresy i dla kazdego z tych podokreséw
obliczmy charakterystyki portfela o minimalnym ryzyku oraz narysujmy granice
efektywna.

Wagi portfela o minimalnym ryzyku

ASSE HAND KGHM TPSA ZYWI mu sig
2000-sty - 2002-wrz 0.000 0.528 0.137 0.105 0.231 -0.0039 0.0615
2002-paz - 2005-cze 0.187 0.241 0.000 0.001 0.571 0.0154 0.0420
2005-1ip - 2008-mar 0.113 0.122 0.050 0.221 0.493 0.0140 0.0401
2008-kwi - 2010-gru 0.160 0.000 0.000 0.312 0.528 -0.0006 0.0365
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Analiza wrazliwoséci
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