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Rozdziaª 10: Portfel inwestycyjny

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R
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Wprowadzenie

Wkªad Markowitza, laureata nagrody Nobla z ekonomii w 1990 r., do teorii
budowy portfela inwestycyjnego:

• Uj¦cie charakterystyk portfeli w kategoriach oczekiwanej stopy zwrotu oraz
ryzyka (mean-variance portfolio)

• Teoria konstrukcji optymalnych portfeli inwestycyjnych
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Stopa zwrotu z inwestycji

Prosta stopy zwrotu z inwestycji w akcj¦ i :

Rit =
Pit − Pi,t−1 + Dit

Pi,t−1

,

Warto±¢ Rit skªada si¦ z dwóch elementów:

• zysk kapitaªowy (capital gain) zwi¡zany ze zmian¡ ceny akcji

• stopa dywidendy (dividend yield), zwi¡zana z wypªat¡ dywidendy.

Logarytmiczna stopa zwrotu:

rit = ln(Pit + Dit)− ln(Pi,t−1) = ln(1+ Rit)
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Zaªo»enia modelu Markowitza

Rozkªad logarytmicznych stóp zwrotu jest postaci (rozwa»ania dla danego
momentu w czasie):

ri = µi + ϵi

ϵi ∼ N(0, σ2

i )

Cov(ϵi , ϵj) = σij .

µi : oczekiwana stopa zwrotu

σi : ryzyko

Dla N akcji powy»sze zale»no±ci mo»na zapisa¢ w skrócie jako:

r ∼ N(µ,Σ),
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. . . . . .

Zaªo»enia modelu Markowitza

Ponadto, w modelu Markowitza przyjmuje si¦, »e:

• Inwestorzy s¡ racjonalni oraz charakteryzuj¡ si¦ awersj¡ do ryzyka: d¡»¡ do
uzyskania jak najwy»szych stóp zwrotu przy jak najmniejszym ryzyku.

• Wszyscy maj¡ jednakowy oraz peªny dost¦p do informacji, tj. rynek jest
efektywny w silnej formie (zob. Fama, 1970), oraz nieograniczony dost¦p do
stopy wolnej od ryzyka rf , po której mog¡ po»ycza¢ i deponowa¢ ±rodki.

• Inwestorzy s¡ biorcami cen, za± ich decyzje nie maj¡ wpªywu na ceny akcji.

• Nie ma kosztów transakcji oraz podatków, za± wszystkie aktywa s¡ doskonale
podzielne.
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Portfel dla dwóch akcji

Rozwa»my portfela skªadaj¡cy si¦ z dwóch akcji (A i B) dla których:[
rA

rB

]
∼ N

([
µA

µB

]
,

[
σ2

A σAB
σAB σ2

B

])
Niech wA oraz wB oznaczaj¡ udziaªy aktywów A i B w portfelu, tj.

wA + wB = 1.
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. . . . . .

Portfel dla dwóch akcji

Stopa zwrotu z portfela:
rp = wArA + wB rB

ma rozkªad:
rp ∼ N(µp, σ

2

p),

gdzie:

µp = wAµA + wBµB

σ2

p = w
2

Aσ
2

A + w
2

Bσ
2

B + 2wAwBσAB
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. . . . . .

Portfel o minimalnym ryzyku

W celu uzyskania portfela o minimalnym ryzyku szukamy warto±ci wA dla której
wariancja portfela:

σ2

p = w
2

Aσ
2

A + (1− wA)
2σ2

B + 2wA(1− wA)σAB

jest najni»sza. Pochodna:

dσ2

p

dwA

= 2wAσ
2

A − 2(1− wA)σ
2

B + 2(1− 2wA)σAB

jest równa zeru dla:

w
∗
A =

σ2

B − σAB
σ2

A + σ2

B − 2σAB
oraz w∗

B =
σ2

A − σAB
σ2

A + σ2

B − 2σAB
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Przykªad

Rozkªad dla akcji A i B:
Parametr rozkªadu µA µB σA σB σAB ρAB
Warto±¢ 0,04 0,06 0,02 0,05 0,00 0,00

Zastosowanie powy»szych wzorów prowadzi do uzyskania wag:

Wagi portfela

0.862 0.138

Charakterystyki portfela:

Oczekiwana stopa zwrotu: mu = 0.0428

Ryzyko: sig = 0.0186
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Przykªad

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.
03

5
0.

04
0

0.
04

5
0.

05
0

0.
05

5
0.

06
0

0.
06

5

ryzyko

oc
ze

ki
w

an
a 

st
op

a 
zw

ro
tu

ρ = 0

A

B

P

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.

03
5

0.
04

0
0.

04
5

0.
05

0
0.

05
5

0.
06

0
0.

06
5

ryzyko

oc
ze

ki
w

an
a 

st
op

a 
zw

ro
tu

ρ = −1, 0, 1

ρ =−1
ρ = 0
ρ = 1

A

B

MPGzR (rozdz. 10) Portfel inwestycyjny 10 / 31



. . . . . .

Portfel efektywny

O portfelu mówimy, »e jest efektywny gdy:

..1 Przy danym poziomie ryzyka nie istnieje inny portfel o wy»szej oczekiwanej
stopie zwrotu.

..2 Przy danym poziomie oczekiwanej stopy zwrotu nie istnieje inny portfel o
ni»szym ryzyku.

Zbiór portfeli efektywnych okre±la si¦ jako granica efektywna (e�cient frontier)
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. . . . . .

Portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Charakterystyki instrumentu wolnego od ryzyka (aktywo F):

E (rf ) = µf = rf

Var(rf ) = 0

Cov(rf , rp) = 0,

gdzie rp ∼ N(µp, σ
2

p) jest stop¡ zwrotu z ryzykownego portfela, okre±lanego dalej
jako �aktywo P�
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. . . . . .

Portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Rozwa»my portfel skªadaj¡cy si¦ z aktywów F i P (portfel PF ), gdzie wp oznacza
udziaª aktywa P w tym portfelu. Stopa zwrotu dla portfela PF :

rpf = (1− wp)rf + wprp

ma rozkªad rpf ∼ N(µpf , σ
2

pf ), gdzie:

µpf = (1− wp)rf + wpµp

σ2

pf = w
2

pσ
2

p.

Zauwa»my, »e:
µpf = rf + wp(µp − rf ).

Wyra»enie µp − rf okre±la oczekiwan¡ nadzwyczajn¡ stop¦ zwrotu (expected
excess return), zwan¡ tak»e premi¡ za ryzyko (risk premium), którego warto±¢
wynosi σp.
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. . . . . .

Wspóªczynnik Sharpe'a

Ryzyko inwestycji w portfel PF :

σpf = wpσp.

Podstawiaj¡c do:
µpf = rf + wp(µp − rf ).

uzyskujemy:

µpf = rf +
µp − rf

σp
σpf ,

Oczekiwana stopa zwrotu oraz ryzyko wszystkich mo»liwych portfeli
inwestycyjnych stworzonych z aktywów F i P znajduj¡ si¦ na póªprostej o
pocz¡tku w punkcie (0, rf ) oraz nachyleniu

µp−rf
σp

. Nachylenie to jest okre±lane

jako wspóªczynnik Sharpe'a (Sharpe ratio) aktywa P i mierzy jak wyceniana jest
jednostka ryzyka inwestycji w to aktywo (zob. Sharpe, 1966)
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Przykªad c.d.

Parametr rozkªadu µA µB σA σB σAB ρAB rf

Warto±¢ 0,04 0,06 0,02 0,05 0,00 0,00 0,03

SRi =
µi − rf

σi

Wspolczynnik Sharpe'a

Akcja A: SR = (0,04-0,03)/0,02 = 0,5

Akcja B: SR = (0,06-0,03)/0,05 = 0,6
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. . . . . .

Efektywny portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Aby wyznaczy¢ granic¦ efektywn¡ w przypadku wyst¦powania aktywa F
poszukiwany jest portfel skªadaj¡cy si¦ jedynie z ryzykownych aktywów o
najwy»szym wspóªczynniku Sharpe'a. Dla dwóch aktywów ryzykownych problem
jest nast¦puj¡cy:

max
wA,wB

µp − rf

σp

Podstawiaj¡c warto±ci oczekiwanej stopy zwrotu oraz wariancji dla portfela
zªo»onego z akcji A i B oraz warunek sumy wag problem ten mo»na zapisa¢ jako:

max
wA

wA(µA − rf ) + (1− wA)(µB − rf )

(w2

Aσ
2

A + (1− wA)2σ2

B + 2wA(1− wA)σAB)1/2
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. . . . . .

Efektywny portfel z aktywem wolnym od ryzyka

Rozwi¡zaniem s¡ wagi:

w
∗
A =

(µA − rf )σ
2

B − (µB − rf )σAB
(µA − rf )σ2

B + (µB − rf )σ2

A − (µA + µB − 2rf )σAB

w
∗
B =

(µB − rf )σ
2

A − (µA − rf )σAB
(µA − rf )σ2

B + (µB − rf )σ2

A − (µA + µB − 2rf )σAB

Wagi te okre±laj¡ portfel styczny (tangency portfolio), dla którego rp ∼ N(µp, σ
2

p).
Granica efektywna jest póªprost¡ rozpoczynaj¡cej si¦ w punkcie (0, rf ) oraz
przechodz¡c¡ przez punkt (µp, σp). Póªprosta jest okre±lana natomiast jako linia
rynku kapitaªowego (capital market line, CML)
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Przykªad c.d.

Wagi portfela stycznego

0.676 0.324

Oczekiwana stopa zwrotu: mu = 0.0465

Ryzyko: sig = 0.0211

Wspolczynnik Sharpe'a: 0.781
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. . . . . .

Portfel dla N akcji

Rozwa»my portfel dla N akcji o stopach zwrotu:

r ∼ N(µ,Σ).

Niech w = [w1 w2 . . . wN ]′ oznacza wektor wag, za± ιN = [1 1 . . . 1]′

wektor jedynek. Warunek sumy wag ma posta¢:

w
′ι = 1

Stopa zwrotu z portfela rp = w ′r , ma rozkªad:

rp ∼ N(w ′µ,w ′Σw)
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. . . . . .

Portfel o minimalnym ryzyku

Problem optymalizacyjny:
min
w

σ2

p = w
′Σw

p.w.
w

′ι = 1

Lagrangean:
L = w

′Σw + λ(w ′ι− 1),

Warunki pierwszego rz¦du:

∂L
∂w ′ = 2Σw + λι = 0

∂L
∂λ

= w
′ι− 1 = 0.
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Portfel o minimalnym ryzyku

Warunki w formie macierzowej:[
2Σ ι
ι′ 0

] [
w

λ

]
=

[
0N
1

]
,

Rozwi¡zanie: [
w

λ

]
=

[
2Σ ι
ι′ 0

]−1 [
0N
1

]
,
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Portfel o minimalnym ryzyku i stopie zwrotu µ0
Problem optymalizacyjny:

min
w

σ2

p = w
′Σw

p.w.

µp = w
′µ = µ0

w
′ι = 1.

Lagrangean:

L = w
′Σw + λ1(w

′µ− µ0) + λ2(w
′ι− 1)

Warunki pierwszego rz¦du:

∂L
∂w ′ = 2Σw + λ1µ+ λ2ι = 0

∂L
∂λ1

= w
′µ− µ0 = 0

∂L
∂λ2

= w
′ι− 1 = 0.
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Portfel o minimalnym ryzyku i stopie zwrotu µ0

Warunki w formie macierzowej:2Σ µ ι
µ′ 0 0
ι′ 0 0

wλ1

λ2

 =

0Nµ0

1

 .

Rozwi¡zanie: wλ1

λ2

 =

2Σ µ ι
µ′ 0 0
ι′ 0 0

−1 0Nµ0

1

 .
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Portfel N akcji z aktywem wolnym od ryzyka

Oznaczenia:

• w = [w1 w2 . . . wN ]′ - wektor wag dla akcji

• wf = 1− w ′ι - udziaª aktywa wolnego od ryzyka w portfelu

Stopa zwrotu z portfela:
rpf = rf + w

′(r − ιrf ),

ma rozkªad rp ∼ N(µpf , σ
2

pf ), gdzie:

µpf = rf + w
′(µ− ιrf )

σ2

pf = w
′Σw .
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Wyznaczanie portfela stycznego: metoda nie-wprost

Etap I: Wyznaczenie portfela o minimalnym ryzyku i oczekiwanej stopie µ0

Problem optymalizacyjny:
min
w

σ2

pf = w
′Σw .

p.w.
µpf = rf + w

′(µ− ιrf ) = µ0

Lagrangean:

L = w
′Σw + λ(rf + w

′(µ− ιrf )− µ0)

Warunki pierwszego rz¦du:

∂L
∂w ′ = 2Σw + λ(µ− ιrf ) = 0

∂L
∂λ

= rf + w
′(µ− ιrf )− µ0 = 0.
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. . . . . .

Wyznaczanie portfela stycznego: metoda nie-wprost

Etap II: ciekawe podstawienie

Niech:

µ0 = rf + (µ− ιrf )
′Σ−1(µ− ιrf ).

Zgodnie z warunkiem rf + w ′(µ− ιrf )− µ0 = 0 wagi wynosz¡:

w = Σ−1(µ− ιrf ),

za± ich suma to ι′w = ι′Σ−1(µ− ιrf ). Tym samym wagi portfela stycznego
wynosz¡:

w
∗ =

Σ−1(µ− ιrf )

ι′Σ−1(µ− ιrf )
.
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. . . . . .

Portfela dla akcji notowanych na GPW

Dane miesi¦czne z okresu 2000 - 2010 dla 5 akcji notowanych na GPW

Dane miesi¦czne z okresu 2000 - 2010

Charakterystyki stop zwrotu

ASSE HAND KGHM TPSA ZYWI

Min -0.46322 -0.35555 -0.4949 -0.225855 -0.20479

Srednia 0.00928 0.00664 0.0176 -0.000782 0.00658

Max 1.09786 0.33609 0.3041 0.338975 0.26895

Odch. Std. 0.16903 0.08955 0.1316 0.087935 0.06321

Korelacja stóp zwrotu

ASSE HAND KGHM TPSA ZYWI

ASSE 1.000 0.160 0.284 0.389 0.188

HAND 0.160 1.000 0.348 0.196 0.174

KGHM 0.284 0.348 1.000 0.336 0.241

TPSA 0.389 0.196 0.336 1.000 0.226

ZYWI 0.188 0.174 0.241 0.226 1.000
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. . . . . .

Portfel dla akcji notowanych na GPW

> Spec <- portfolioSpec()

> minvariancePortfolio(r, Spec)

> setTargetReturn(Spec) = 0.01

> efficientPortfolio(r, Spec, Constraints)

> setRiskFreeRate(Spec) <- log(0.0366/12 + 1)

> tangencyPortfolio(r, Spec, Constraints); tP

Wagi:

Portfel: ASSE HAND KGHM TPSA ZYWI

Minimalne ryzyko 0.000 0.229 0.000 0.215 0.556

Min. ryzyko, mu=0.01 0.021 0.140 0.304 0.000 0.535

Portfel styczny 0.009 0.000 0.611 0.000 0.380

Portfel: mu Sigma CVaR VaR

Minimalne ryzyko 0.005 0.052 0.118 0.082

Min. ryzyko, mu=0.01 0.010 0.065 0.154 0.105

Portfel styczny 0.013 0.090 0.218 0.119

Wsp. Sharpe'a dla portfela stycznego: 0.115
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Portfel dla akcji notowanych na GPW
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. . . . . .

Analiza wra»liwo±ci

Podzielmy prób¦ na cztery równe podokresy i dla ka»dego z tych podokresów
obliczmy charakterystyki portfela o minimalnym ryzyku oraz narysujmy granic¦
efektywn¡.

Wagi portfela o minimalnym ryzyku

ASSE HAND KGHM TPSA ZYWI mu sig

2000-sty - 2002-wrz 0.000 0.528 0.137 0.105 0.231 -0.0039 0.0615

2002-paz - 2005-cze 0.187 0.241 0.000 0.001 0.571 0.0154 0.0420

2005-lip - 2008-mar 0.113 0.122 0.050 0.221 0.493 0.0140 0.0401

2008-kwi - 2010-gru 0.160 0.000 0.000 0.312 0.528 -0.0006 0.0365
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Analiza wra»liwo±ci
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