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Dodatek 1. Bayesowskie modele VAR

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R

MPGzR (dodatek 1) Modele BVAR 1 / 18
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Formuªa Bayesa

Formuªa Bayesa:

P(A|B) = P(B|A)P(A)
P(B)

Dlaczego:
P(A,B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
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Formuªa Bayesa

Dla modelu ekonomicznego:

P(Θ|Y ) =
P(Y |Θ)P(Θ)

P(Y )

P(Θ|Y ) ∝ P(Y |Θ)P(Θ),

gdzie:

P(Θ) : rozkªad a-priori dla parametru Θ

P(Y |Θ) : funkcja wiarygodno±ci danych Y

P(Θ|Y ) : rozkªad a-posteriori dla parametru Θ
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Ilustracja
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Rozkªady a-posteriori

• Istniej¡ klasy modeli oraz rozkªadów a-priori dla których rozkªad a-posteriori
mo»na uzyska¢ w sposób analityczny. W takim przypadku mówimy o
sprz¦»onym rozkªadzie a-priori (conjugate prior)

• W wi¦kszo±ci przypadków rozkªad a-posteriori mo»emy uzyska¢ jedynie
wykorzystuj¡c metody numeryczne (Gibbs sampling, Metropolis Hastings
algorithm oraz inne)
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Sprz¦»ony rozkªad a-priori - model liniowy
Rozwa»my model liniowy:

yt = βxt + ϵt , ϵt ∼ N(0, 1/h)

Rozkªad a-priori typu Normal-Gamma:

β|h ∼ N(β, h−1V ); h ∼ Γ(s−2, v), β, h ∼ NG(β,V , s−2, v)

Oszacowania MNW:

β̂ =

∑
xiyi∑
x2i

, v = T − 1, s2 =

∑
(yi − β̂xi )

2

v

Rozkªad a-prosteriori:

β, h|y ∼ NG(β,V , s−2, v); β|y ∼ t(β, s2V , v),

gdzie:

V =
1

V−1 +
∑

x2i
; β = V (V−1β + β̂

∑
x2i ); v = v + N

vs2 = vs2 +
(β̂ − β)2

v + (
∑

x2i )
−1
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Gibbs sampling

• Interesuje nas ª¡czny rozkªad p(β, σ2|y)
• Znamy posta¢ analityczn¡ p(β|σ2, y) oraz p(σ2|β, y)
• Ustalamy warto±ci pocz¡tkowe β(0) i σ

2

(0)

• Losujemy rekurencyjnie dla i = 1, 2, . . . ,N + N0: β(i) z rozkªadu
p(β|σ2(i−1), y) oraz σ2(i) z rozkªadu p(σ2|β(i), y)

• W rezultacie mamy N losowa« z rozkªadu ª¡cznego p(β, σ2|y), tj. (β(i), σ
2

(i))

• Usuwamy N0 pocz¡tkowych losowa« (burn-in sample)

• Mo»emy estymowa¢ g(β, σ2|y) ≈ 1

N

∑
g(β(i), σ

2

(i))
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Przykªad zastosowania Gibbs sampling - rozkªad t-Studenta

• Chcemy obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej losowej X ∼ t(v),
ale nie mamy generatora liczb z rozkªadu t-Studenta (teoretyczne warto±ci to
0 i v/(v − 2))

• Wiemy, »e je»eli σ2 ∼ Invχ2(v) oraz X |σ2 ∼ N(0, σ2) to X ∼ t(v)

• Dla i = 1, 2, . . . ,N losujemy σ2(i) z rozkªadu Invχ2(v) oraz X(i) z rozkªadu

N(0, σ2(i)).

• Szacujemy warto±¢ oczekiwan¡ jako E (X ) = 1

N

∑
X(i), za± wariancj¦ jako

Var(X ) = 1

N

∑
X 2

(i).
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Przykªad zastosowania Gibbs sampling - rozkªad t-Studenta

v = 10; # liczba stopni swobody

N = 1000; # liczba ci¡gni¦¢

sig2 = NULL;

X = NULL;

for (i in 1:N){

Y = rchisq(1, v); # losujemy z rozkªadu chi2(v)

sig2 = c(sig2,v/Y);

X = c(X , rnorm(1,0,sqrt(sig2[i])));

}

> sum(X)/N # teoretyczna warto±¢ 0

0.03229785

> sum(X^2)/N # teoretyczna warto±¢ v/(v-2)

1.287174
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Algorytm Metropolis-Hastings

• Chcemy obliczy¢ momenty rozkªadu a-posteriori θ|y (który nie jest
standardowy)

• Startujemy w θ(0) dla którego liczymy p(θ(0)|y)
• Kolejne ci¡gni¦cia z rozkªadu a-posteriori dla i = 1, 2, . . . ,N + N0 liczymy
rekurencyjnie

• Ustalamy θ∗ = θ(i) + δϵ, gdzie δ to staªa skaluj¡ca, za± ϵ ∼ N(0,Σ).

• Losujemy liczb¦ u z rozkªadu jednostajnego U(0, 1)

• Je»eli p(θ∗)
p(θ(i))

> u ustalamy θ(i+1) = θ∗. W przeciwnym przypadku θ(i+1) = θ(i)

• Usuwamy N0 pocz¡tkowych obserwacji (burn-in sample)

• Mo»emy estymowa¢ g(β, σ2|y) ≈ 1

N

∑
g(β(i), σ

2

(i))
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Model BVAR z rozkªadem apriori Littermana

• Zapis modelu VAR:

yt =
[
A0 A1 . . . AP

] [
1 y ′

t−1
. . . y ′

t−P

]′
+ ϵt = Axt + ϵt

• Rozkªad a-priori dla elementów macierzy Ap:

a
(p)
ij =

{
1 dla i = j , p = 1

0 dla pozostaªych

σ
(p)
ij = λ1 × p−λ3 × σi/σj

σ
(0)
i = λ4 × σi

• Oznaczenia:

λ1: Overall tightness
λ3: Lag decay
λ4: constant tightness
σi : Wariancja reszt modelu AR(P) dla zmiennej yit
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BVAR - Litterman prior

• Zapis dla i-tego równania (ka»de równanie jest szacowane oddzielnie)

yit = a′ixt + ϵit

• Oszacowanie MNW:

âi = (X ′X )−1X ′y , σ2ϵi = 1/T
∑

e2t

• Rozkªad a-priori:
ai ∼ N(ai ,Σi )

• Rozkªad a-posteriori:
ai |y ∼ N(ai ,Σi ),

gdzie:

Σi =(Σ−1

i + σ−2

ϵi X ′X )−1

ai =Σi (Σ
−1

i ai + σ−2

ϵi X ′y)
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BVAR - Litterman prior dla N = 2 i P = 2

Rozkªad a-priori dla dwuwymiarowego modelu VAR(2):

a1 =


a
(0)
1

a
(1)
11

a
(1)
12

a
(2)
11

a
(2)
12

 ∼ N(


0

1

0

0

0

 ,


(λ4σ1)

2
0 0 0 0

0 (λ1)
2

0 0 0

0 0 (λ1 × σ1/σ2)
2

0 0

0 0 0 (λ1 × 2
−λ3 )2 0

0 0 0 0 (λ1 × 2
−λ3 × σ1/σ2)

2

)

a2 =


a
(0)
2

a
(1)
21

a
(1)
22

a
(2)
21

a
(2)
22

 ∼ N(


0

0

1

0

0

 ,


(λ4σ2)

2
0 0 0 0

0 (λ1 × σ2/σ1)
2

0 0 0

0 0 (λ1)
2

0 0

0 0 0 (λ1 × 2
−λ3 × σ2/σ1)

2
0

0 0 0 0 (λ1 × 2
−λ3 )2

)
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BVAR - Sims-Zha prior

• W przypadku rozkªadu a-priori Littermana parametry ka»dego równania s¡
estymowane oddzielnie i nie bierze si¦ pod uwag¦ korelacji skªadnika losowego
Σ

• Rozkªad a-priori zaproponowany w opracowaniu Sims-Zha (1998) uwzgl¦dnia
wyst¦powanie zale»no±ci mi¦dzy skªadnikami losowymi

• Autorzy proponuj¡ rozkªad a-priori typu Normal-Wishart, który w poª¡czeniu
z funkcj¡ wiarygodno±ci dla wielowymiarowego rozkªadu losowego daje
rozkªad a-posteriori typu Normal-Wishart
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BVAR - Sims-Zha prior

Zapiszmy model VAR:
yt = Axt + ϵt , ϵt ∼ N(0,Σ)

Jako:

yt =


x ′t 0 . . . 0
0 x ′t . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . x ′t



a1
a2
. . .
aN

+ ϵt = Zta+ ϵt , ϵt ∼ N(0,Σ)

Oszacowania MNW dla parametru a:

â = (
T∑
t=1

Z ′
tZt)

−1(
T∑
t=1

Z ′
tyt)
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BVAR - Sims-Zha prior

yt = Zta+ ϵt , ϵt ∼ N(0,Σ)

Rozkªad a-priori:
Σ ∼ InvW (Σ, v) oraz a|Σ ∼ N(a,V ),

Σ = diag((σ1/λ0)
2, (σ2/λ0)

2, . . . , (σN/λ0)
2)

v = N + 2

a
(p)
ij = 1 dla i = j , p = 1(0 dla pozostaªych )

V = Ω⊗ Σ

Ω
(p)
ij =

(
λ0λ1

σipλ3

)
2

oraz Ω
(0)
i = λ0λ4

σi : odchylenie std. reszt modelu AR(P) dla yit

λ0 : overall tightness

λ1 : tightness around AR coe�cients

λ4 : tightness around intercept

λ3 : lag decay
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BVAR - Sims-Zha prior

Dodatkowo, Sims-Zha zaproponowali dodanie do macierzy obserwacji zmiennych
zero-jedynkowych postaci (dla dwuwymiarowego modelu VAR(2)):
�Sum of coe�cients� dummies:[

µ5ȳ1 0
]′

oraz
[
0 µ5ȳ1 0 µ5ȳ1 0

]′
[
0 µ5ȳ2

]′
oraz

[
0 0 µ5ȳ2 0 µ5ȳ2

]′
�Cointegration� dummy:[

µ6ȳ1 µ6ȳ2
]
oraz

[
µ6 µ6ȳ1 µ6ȳ2 µ6ȳ1 µ6ȳ2

]′
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BVAR - Sims-Zha prior

Model z dummies: ỹt = Z̃ta+ ϵ̃t , ϵ̃t ∼ N(0,Σ)

Rozkªad a-priori: Σ ∼ InvW (Σ, v) oraz a|Σ ∼ N(a,V )

Oszacowanie MNW: â = (
∑T̃

t=1 Z̃
′
t Z̃t)−1(

∑T̃
t=1 Z̃

′
t ỹt)

Rozkªad a-posteriori: Σ|y ∼ InvW (Σ, v) oraz a|Σ, y ∼ N(a,V )

Zale»no±ci:

Σ = Σ+
T̃∑

t=1

(ỹt − Z̃t â)(ỹt − Z̃t â)
′

v = v + T

a = V (V−1a+
T̃∑

t=1

Z̃tΣ
−1ỹt)

V = (V−1 +
T̃∑

t=1

Z̃tΣ
−1Z̃t)

−1
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