Dodatek 1. Bayesowskie modele VAR

MODELOWANIE POLSKIEJ GOSPODARKI z R

MPGzR (dodatek 1) Modele BVAR 1/ 18
/



Formuta Bayesa

ormuta Bayesa:
rormuta By P(BIA)P(A)
PIAIB) = s

Dlaczego:
¢ P(A,B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
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Formuta Bayesa

Dla modelu ekonomicznego:

P(Y|©)P(©)

P(©Y) o P(Y[©)P(),
gdzie:
P(©) : rozkfad a-priori dla parametru ©

P(Y|®©) : funkcja wiarygodnosci danych Y
P(©]Y) : rozktad a-posteriori dla parametru ©
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llustracja

Posterior

Likelihood /
/
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Rozktady a-posteriori

e Istniejg klasy modeli oraz rozktadéw a-priori dla ktérych rozktad a-posteriori
mozna uzyska¢ w sposéb analityczny. W takim przypadku méwimy o
sprzezonym rozkfadzie a-priori (conjugate prior)

o W wiekszosci przypadkéw rozktad a-posteriori mozemy uzyska¢ jedynie
wykorzystujac metody numeryczne (Gibbs sampling, Metropolis Hastings
algorithm oraz inne)
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Sprzezony rozktad a-priori - model liniowy

Rozwazmy model liniowy:

yt = Bxt + €r, er ~ N(0,1/h)

Rozktad a-priori typu Normal-Gamma:

Blh~ N(B,h'V);,  h~T(s72,v), B,h~NG(B V,s 2 v)

Oszacowania MNW:

v . Ax:)2
57y s DA
>oX; v

Rozktad a-prosteriori:

B, h‘y ~ NG(E,V,E_z,V); /Bb/ ~ t(B,Ezv,V),

gdzie:
V:M‘%Zx,?; B=V(V'B+B> x?); V=v+N
Ve = vs? + (B - B)?
v+ (X x?)-1
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Gibbs sampling

Interesuje nas faczny rozktad p(3,o2|y)
e Znamy posta¢ analityczna p(3|o?,y) oraz p(a?|5,y)

Ustalamy wartosci poczatkowe f3(o) i 0(20)

e Losujemy rekurencyjnie dla i =1,2,..., N+ No: 53 z rozktadu
p(ﬂ|a(2l._1),y) oraz 0(2,.) z rozktadu p(o?|B(, y)

W rezultacie mamy N losowan z rozktadu tacznego p(8,o°|y), ti. (B, of;)

Usuwamy Ny poczatkowych losowan (burn-in sample)
« Mozemy estymowac g(8,0ly) ~ & 3 (8, 02)
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Przyktad zastosowania Gibbs sampling - rozktad t-Studenta

Chcemy obliczy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej X ~ t(v),
ale nie mamy generatora liczb z rozktadu t-Studenta (teoretyczne wartosci to
0iv/(v—2))

o Wiemy, ze jezeli 02 ~ Invx?(v) oraz X|o? ~ N(0,0?) to X ~ t(v)

Dlai=1,2,...,N losujemy 0(21.) z rozktadu Invx?(v) oraz X(;) z rozktadu
N(O,J(2i)).

e Szacujemy warto$é oczekiwana jako E(X) = & 3 X(;), za$ wariancje jako
Var(X) = & ZX(Q,-).
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Przyktad zastosowania Gibbs sampling - rozktad t-Studenta

v = 10; # 1liczba stopni swobody
N = 1000; # liczba ciagniec

sig2 = NULL;

X = NULL;

for (i in 1:N){

Y = rchisq(l, v); # losujemy z rozktadu chi2(wv)
sig2 = c(sig2,v/Y);
X = c(X , rnorm(1,0,sqrt(sig2[il)));
}
> sum(X) /N # teoretyczna wartos¢ 0
0.03229785
> sum(X~2) /N # teoretyczna wartosé v/(v-2)
1.287174

MPGzR (dodatek 1) Modele BVAR 9 /18



Algorytm Metropolis-Hastings

Chcemy obliczy¢ momenty rozktadu a-posteriori 6]y (ktéry nie jest
standardowy)

Startujemy w 0o) dla ktérego liczymy p(6o)ly)

Kolejne ciagniecia z rozktadu a-posteriori dla i =1,2,..., N + Ny liczymy
rekurencyjnie

Ustalamy 0" = ;) + d¢, gdzie § to stata skalujaca, zas e ~ N(0, X).
Losujemy liczbe u z rozktadu jednostajnego U(0,1)

Jezeli 5((3(7))) > u ustalamy 6(;;1) = 0*. W przeciwnym przypadku 6;,1) = 6;)

Usuwamy Ny poczatkowych obserwacji (burn-in sample)
« Mozemy estymowac g(4,02|y) ~ 4 Y. g(fy, %)
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Model BVAR z rozktadem apriori Littermana

e Zapis modelu VAR:

ve=[Ac A ... Apl[l vy .. yip) te=Axte

e Rozktad a-priori dla elementéw macierzy Ap:

(p) _ 1 d|ai:j,p:1
~ |0 dla pozostatych
QSJP) =) X p7A3 X (T,'/(Tj

QEO) = A4 X 0;
e Oznaczenia:

A1: Overall tightness

A3: Lag decay

A4 constant tightness

o Wariancja reszt modelu AR(P) dla zmiennej y;;
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BVAR - Litterman prior

e Zapis dla i-tego réwnania (kazde réwnanie jest szacowane oddzielnie)
Vit = aiXe + €t
e Oszacowanie MNW:
b= (X'X)"'Xy, 02 =1/TY &}

e Rozktad a-priori:
ai ~ N(éi’Zi)
e Rozktad a-posteriori: _
aily ~ N(ai, i),
gdzie:

zi :(Zl—l + U;2X,X)71
3 =%(Z; e + 0% X'y)
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BVAR - Litterman priordla N=2i P =2

Rozktad a-priori dla dwuwymiarowego modelu VAR(2):

ay 01 [(Mao1)? 0 0 0 0
2y 1 0 (M\1)?
11 1) 0 0 0
a = |al)| ~N(|O], 0 0 (M1 X 01/02)? 0 0 )
28 0 0 0 0 (A x 2773)2 0
32‘25 ol | o 0 0 0 (M1 X 2773 x 01/02)2]
Lay5 ]
-3(2:)_ 07 [(hao2)? 0 0 0 0 ]
3(21) 0 0 (M X 02/01)? 0 0 0
a=|al)| ~N(|1], 0 0 (M)? 0 0 )
22 0 0 0 0 (A1 X 2723 X 03 /04)? 0
21 0 —A3)2
12 | L o 0 0 0 (M1 x 2773)2]
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BVAR - Sims-Zha prior

e W przypadku rozktadu a-priori Littermana parametry kazdego réwnania s3

estymowane oddzielnie i nie bierze sie pod uwage korelacji sktadnika losowego
Y

e Rozktad a-priori zaproponowany w opracowaniu Sims-Zha (1998) uwzglednia
wystepowanie zaleznosci miedzy sktadnikami losowymi

e Autorzy proponuja rozktad a-priori typu Normal-Wishart, ktéry w potaczeniu
z funkcja wiarygodnosci dla wielowymiarowego rozktadu losowego daje
rozktad a-posteriori typu Normal-Wishart
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BVAR - Sims-Zha prior

Zapiszmy model VAR:
Ye = AXt + €¢, € N(O,Z)

Jako:
X{ 0 0 al
!
o= |0 X e Oz e~ N(O,E)
0 0 XL{ an

Oszacowania MNW dla parametru a:

§= ZZZt Zzé)/t
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BVAR - Sims-Zha prior

Rozktad a-priori:

o
Ao :
A1 :
A4
A3 :

yt = Zra+ e, er ~ N(0,X)

¥ ~ InvW(X,v) oraz a|X ~ N(a, V),

;: diag((al/)\o)27 (02/>\0)2,. . .,(O'N/)\o)z)
v=N+2

a® =1dlai=j,p=1(0 dla pozostatych )

2j

vV=Qgx
Ao )2
Qg.p) = (2oL oraz Q® = Ao
y oip*s !

odchylenie std. reszt modelu AR(P) dla y;:
overall tightness

tightness around AR coefficients

tightness around intercept

lag decay
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BVAR - Sims-Zha prior

Dodatkowo, Sims-Zha zaproponowali dodanie do macierzy obserwacji zmiennych
zero-jedynkowych postaci (dla dwuwymiarowego modelu VAR(2)):
,Sum of coefficients” dummies:

(1571 0]/ oraz [0 psii O psii 0]/

[ H5)72]l oraz [0 0 psy, O Ms}_/z]/

,Cointegration” dummy:

[H6y1  meYo] oraz [pe peV1 eV HeVr Me)_/z]/
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BVAR - Sims-Zha prior

Model z dummies: yr = Zia+ &, & ~ N(0,X)

Rozktad a-priori: X ~ InvW(X, v) oraz a|xX ~ N(a, V)
Oszacowanie MNW: 4= (X7, 212,V L, Zt31)

Rozktad a-posteriori:  X|y ~ InvW(X, V) oraz a|X,y ~ N(3, V)

Zaleznosci:
p— 7~— ~ ~
X=X+ Z(f’t — Z:8)(Je — Z:3)
t=1
v=v+T
B T
a=V(Vla+ Z Z: X7y
t=1
. 7
V=(v1+ Z X 1Z) 7!
t=1
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