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Wprowadzenie SGH
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Q@ to ilo$¢ dobra
E P to cena dobra
.2 FE1, E9 oraz E3 to obserwowane wielko$ci.
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Wprowadzenie SGH

Q to ilo$¢ dobra
P to cena dobra
FE1, E5 oraz E3 to obserwowane wielkosci.

Zaleznos¢ wynikajaca z obserwacji em-
pirycznych:

Q=po+p1P+e (1)
Jakiego znaku jest 517

Y
s
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Wprowadzenie SGH

A S
L Q to ilo$¢ dobra
P to cena dobra
FE1, E5 oraz E3 to obserwowane wielkosci.
E Krzywa podazy (5)

Qs =po+B1P+es 1)
gdzie €5 to nieobserowalna determinanta
podazy (unobservable supply shifter)

E
> P
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Wprowadzenie

SGH

METODY EKONOMETRY

Q to ilo$¢ dobra
P to cena dobra
FE1, E3 oraz E3 to obserwowane wielkosci.

Krzywa podazy (5)
Qs = Po+ 1P +es (1

gdzie €5 to nieobserowalna determinanta
podazy (unobservable supply shifter)
Krzywe popytu (D;) dla réznych wartosci
Z

Qp =ao+aP+aZ+eq (2)
gdzie Z to obserowalna determinanta
popytu (observable demand shifter), a g4
to nieobserowalna determinanta popytu
(unobservable demand shifter).
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Wprowadzenie

SGH

Ss

Sa

Y

METODY EKONOMETR

o) MODELE WIELO ANIOWE

Q@ to ilo$¢ dobra
P to cena dobra
FE1, E9 oraz E3 to obserwowane wielko$ci.

Krzywe podazy (S;) dla réznych wartosci

Qs =Po+B1P+ X +es (1)

gdzie X to obserowalna determinanta po-
dazy (observable demand shifter), a s to
nieobserowalna determinanta podazy (un-
observable supply shifter)

Krzywe popytu (D;) dla réznych wartosci
Z

Qp=ap+a1P+asZ +eq (2)
gdzie Z to obserowalna determinanta
popytu (observable demand shifter), a €4
to nieobserowalna determinanta popytu
(unobservable demand shifter).
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Wprowadzenie SGH

m Modele wieloréwnaniowe moga pozwoli¢ na wyeliminowanie obcigzenia oszacowan
wynikajacego z jednoczesnej wspélzaleznosci (simultaneity bias).

m Modele wieloréwnaniowe moga pozwoli¢ na uwzglednienie jednoczesnej wspolza-
leznosci pomiedzy zmiennymi endogenicznymi.

= Kluczowym problemem jest problem identyfikowalnosci.
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SGH

Oznaczenia i terminologia
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Oznaczenia i terminologia - postaé¢ strukturalna SGH

m Postac strukturalna (structural form) to posta¢ modelu wynikajaca z teorii ekonomii.

m Dla uktadu M réwnan
yuyie+ oo+ mmymet Bucie+ ..+ Bikxxe = €1t
Y21y2t+ ...+ Yemymit+ Pzt oot Porxr: = €2
YM1yie+ oo+ ymmymet+  Banixmet ...+ BuKTKR: = €Mt

m M zmiennych endogenicznych: yi:, Y2ty ...y Ynre.
m K zmiennych egzogenicznych: xi:, T2ty ..., Tkit.

m M strukturalnych zaburzen losowych: €14, €21y ..., Enste

Przyjmujac, ze € = [e1¢, €2¢, - - -, EMrt]
E(e) =0 oraz E(ee”) =%,

gdzie ¥ to macierz wariancji-kowariancji pomiedzy zaburzeniami strukturalnymi.
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SGH

Oznaczenia i terminologia - postaé strukturalna

m Postac strukturalna (structural form): przy pomocy zapisu macierzowego dla kazdej

obserwacji (t):

Y1 Y12 .- M
Y21 Y22 ... YoM
[y1 Y2 e yM]t . +

YMLI  YM2 ... VMM

fi1 Pz ... Pim

B21 P22 ... Pom

+lr1 ® ... zx], . =le1 g2 eml,
Bumr Bmz ... Buum
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Oznaczenia i terminologia - postaé¢ strukturalna SGH

m Postaé strukturalna (structural form) — zapis macierzowy:
YI'+ XB =¢, (3)

gdzie (przyjmujac T jako liczbe obserwacji):
> Y to macierz zmiennych endogenicznych o wymiarach T' x M.
X to macierz zmiennych egzogenicznych o wymiarach 7' x K.
€ to macierz struturalnych zaburzen losowych o wymiarach T' x M.
I" macierz parametréw przy zmiennych endogenicznych o wymiarach M x M.
B macierz parametrow przy zmiennych egzogenicznych o wymiarach K x M.

vvyvyy

= Ponadto:
E(e)=0 oraz E(ec”) =%,
gdzie ¥ to macierz wariancji-kowariancji pomiedzy zaburzeniami strukturalnymi.

m Zatem na postaé strukturalng sktadaja sie: I', B, ale i X.
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Oznaczenia i terminologia - postaé¢ zredukowana SGH

m Postaé zredukowana (reduced form):

Y = XII 4 v, (4)
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Oznaczenia i terminologia - postaé¢ zredukowana SGH

m Postaé zredukowana (reduced form):

Y = XII + v, (4)
m gdzie
n=-Br' (5)
oraz v to macierz zaburzen formy zredukowanej:
v=cl" (6)
oraz ”
Ewv")= (') srt=q. (7)
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SGH

Problem identyfikacji parametrow
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TIustracja SGH

Obserwacje empiryczne: E1, E3 oraz Fs.

Q
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E
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TIustracja SGH

Obserwacje empiryczne: E1, E3 oraz Fs.

Q Q
A 5 A 5

E
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Tlustracja
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Problem identyfikacji parametréw I SGH

m Postaé strukturalna (structural form):
YI'+XB=c¢ (8)
m Postaé zredukowana (reduced form):

Y =XII+v 9)

o=-Br! (10)

m Intuicyjnie, kluczowy jest przypadek, gdy jedna postaé zredukowana odpowiada
doktadnie jednej postaci strukturalne;j.

m W przypadku, gdy kilka postaci strukturalnych moze prowadzi¢ do tej samej postaci
zredukowanej pojawia sie problem braku identyfikowalnosci parametréw.

m Przyktadowo, niech F bedzie pewng nieosobliwa macierza. Zapiszemy nowa, alter-
natywna postac strukturalng, ktéra bedzie transformacja prawdziwej postaci struk-
turalnej:

YD + XB =&=YIF + XBF =cF (11)

Wtedy postaé zredukowana nowej postaci strukturalnej bedzie taka sama jak prawdzi-
wej!

T —1p-1 -1
II=-BFF ' =BI' =11 (12)
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Problem identyfikacji parametréw IT SGH

m Zatem postacie strukturalne sa ekwiwalentne pod wzgledem obserwacji.

m Kluczowe jest wykorzystanie informacji z poza préby (nonsample infor-
mation), a wigc restrykcji wynikajacych z teorii ekonomii.
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Przyktad I

SGH

m Przyklad (gq¢ — popyt; ¢s — podaz, p — cena; z — inna zmienna egzogeniczna):

qd
qs
qd

Po drobnej manipulacji postac

Qo +a1p+ a2z +€q
Bo + Bip + B2z + €5
s

zredukowana oraz przy zlozeniu, ze oy # Si:

_  a1Bo—apBi a182—azB1 QlEs—QEq __

9= a1 —pB1 + a1=B1 * + a1—p1 T2z + v,
— Bo—aq B1—a2 €s—€d _

p= a1 —pB1 + ar—B2% + ar—pB1 Ti2 + M222 + Vp,

Postaé zredukowana zawiera zaledwie cztery parametry (mi1, mi2, 721 1 m22), a
postaé strukturalna az sze$¢ parametréw (oo, a1, az, Bo, f1 1 B2). Oczywistym za-
tem jest fakt, ze nie ma kompletnego rozwigzania dla wszystkich szesciu parametréw
postaci strukturalnej w zaleznosci od parametréw postaci zredukowanej.
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Przyklad 11 1 SGH

m Modyfikacja: w réwaniu popytowym zamienimy z na x

qq = ao+oaip+azrteg (18)
gs = o+ Bip+ B2z +es (19)
4d = Qs (20)
Postaé strukturalna
1 1 —a0  —po
@ »| _ _ +[1 z 2] —a2 O =[ea &5l (21)
i B1
0 B
Postaé zredukowana:
(180 —a0B1) /v (Bo — o) /v
¢ pl=01 =z 2] —azB1 /vy —ag/y + 1 v (22)

aifz/y B2/~

gdzie v = a1 — b1
Zauwazmy, ze dopuszczalne postacie strukturalne, w tym nieprawdziwe, modelu maja
nastepujaca postaé¢ strukturalng:

aofi1 + Bofiz o + Bofaz
B =BF = a2 fi1 a2 f12 ,

B2f21 B2 f22

Warto zauwazy¢, ze
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Przyklad IT 11 SGH

> gdzy fiz # 0 —> zmienna x pojawia si¢ w réwnianiu podazowym. Jest to
niespojne z teorig opisana przez postac¢ struturalng.

> gdzy fo1 # 0 —> zmienna z pojawia si¢ w réwnianiu popytowym. Jest to
niespdjne z teorig opisana przez postac struturalng.

Zatem fi2 = f21 = 0 aby posta¢ zredukowana byla spdjna z rozwazang teoriag. F =

I (jedynki przy zmiennej ¢) bedzie jedyna transformacja gwarantujaca sp6jno$é postaci
zredukowanej z forma strukturalng.
Unikalnym rozwigzniem dla postaci strukturalnej jest zatem

_ 31 _ 731 _ T21 _ 731
Q0 = Ti1 — T2 (71'32) v ML= gy G2 =22 (71'22 - ‘"32) )

— 21 — 721 — 31 21
/80—71'11*71'12(5)7 pr=2, 52—%2(%*@)
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Problem identyfikacji parametréw a liczba parametrow SGH

m Postaé strukturalna:

» T jest nieosobliwa macierza o wymariach M x M = M? parametréw.
> B jest wymiaréow K x M == KM parametréw.
> 3 jest macierzg symetryczng o wymariach M X M = %M (M + 1) parametréw.

Zatem postaé strukturalna posiada M* + KM + M (M + 1).

METODY EKONOMETRY
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Problem identyfikacji parametréw a liczba parametrow SGH

m Postaé strukturalna:

» T jest nieosobliwa macierza o wymariach M x M = M? parametréw.
> B jest wymiaréow K x M == KM parametréw.
> 3 jest macierzg symetryczng o wymariach M X M = %M (M + 1) parametréw.

Zatem postaé strukturalna posiada M* + KM + M (M + 1).

m Postaé zredukowana

> IT jest wymiaréw K x M = KM parametréw.
> () jest macierza symetryczng o wymariach M x M — %M (M + 1) parametréw.

Zatem postaé¢ zredukowana posiada KM + 3 M (M + 1).

m Réimica w liczbie parametréw to M?2. Dlatego, kluczowe jest wykorzystanie
informacji z poza préby (non-sample information).
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Problem identyfikacji parametréow a zrodla restrykeji SGH

O Normalizacja (Normalization) — w kazdym réwnaniu jeden wspétczynnik powinier
mieé wartos¢ 1. Zazwyczaj, jest to parametr przy zmiennej endogeniczne;j.

» Wtedy liczba restrykcji redukuje si¢ do M(M — 1) (z M?).
@ Tozsamosci (Identities).

Wykluczenia (Exclusion) — zerowe restrykcje na macierze I' i B.

© 0

Liniowe restrykcje (Linear restrictions).
> Aczkolwiek liniowe restykcje moga czasem prowadzi¢ do blednej postaci strukturalne;.
Przykladowym problem jest brak mozliwosci zidenyfikowania efektéw korzysci skali
przy identyfikacji postepu technologicznego dla zagregowanej funkcji produkcji.
@ Restrykcje na macierz wariancji kowariancji zaburzen losowych 3.
> Wspodlczesne badania makroekonomiczne wykorzystuja modele wektorowej autore-
gresji VAR w celu zidentyfikowania wplywu (strukturalnych) szokéw makroekonomicznyc
Kluczowym zalozeniem jest tutaj sferyczno$é macierzy X.
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Problem identyfikacji parametréw I SGH

m Rozwazamy jedna zmienng endogeniczna y; (tj. j-te réwnanie).

H Zmienne endogeniczne Zmienne egzogeniczne

Wtaczone || Y X,

M zmiennych K; zmiennych
Pominigte || Y; X3

M; zmiennych K zmiennych

Liczba réwnan (zmiennych endogenicznych): M = M; + M; +1

m Liczba zmiennych egzogenicznych: K = K; + K7

m Postaé zredukowana:

v ovilox x| LI vV

oo vil= x| 2R R e ow o] @

m Na podstawie klasyfikacji zmiennych na witaczone i pominigte, mozna zauwazy¢, ze
j-ta kolumny macierzy postaci strukturalnej sa nastepujace:

7= [1 f'y]T O] oraz B]T = [fBJT O].

J

METODY EKONOMETRYCZNE MODELE WIELOROWNANIOWE PROBLEM IDENTYFIKACJI PARAMETROW 19 / 47




Problem identyfikacji parametréw IT SGH

m Zalezno$nos$é miedzy postacig strukturalng a zredukowana mozna zapisaé jako:
Ir = —B,
a w przypadku j-tego rownania postaci strukturalnej:
1r; = -Bj,

co pozwala nam wyznaczy¢ dwa uktady réwnan

m — 1y = B,

*
m; = Iy,

m Drugie réwnanie ma KJ réwnaii i M; niewiadomych. Jezeli réwnanie to posiada
rozwigzanie to mozna wyznaczyé [;.

TKACJI PARAMETROW
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Warunek konieczny (order condition) SGH

Warunek konieczny (order condition) dla j tego réwnania

K} > M;. (24)

Liczba zmiennych egzogenicznych wylaczonych/pomietych z réwnania j-tego nie
moze byé mniejsza od liczby zmiennych endogenicznych w réwnaniu j-tym.

Warunek ten gwarantuje, ze réwnanie w; = II}~; posiada przynajmniej jedno
) J 7 17
rozwiazanie.

METODY EKONOMETR
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Warunek wystarczajacy (rank condition)

SGH

Warunek wystarczajacy (rank condition) dla j tego réwnania

rank [71';7]._.[;] = rank [H;] = M;

Spelnienie tego warunku gwarantuje doktadnie jedno rozwiazanie.
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Problem identyfikacji SGH

Analogicznie do metody zmiennych intrumentalnych mozna rozrézni¢ nastepujace
przypadki identyfikowalnoéci dla j-tego réwnania:

@ Doktadnie identyfikowalne (ezactly identified) jezeli M; = K.
© Nadmiernie identyfikowalne (overidentified) jezeli M; < K.
@ Brak identyfikowalno$ci (underidentified) bedzie réwnoznaczny sytuacji,
gdy Mj > K;
gdzie
K7 to liczba zmiennych egzogenicznych pominietych z réwnania j-tego;
Mj to liczba zmiennych endogenicznych w réwnaniu j-tym.
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Problem identyfikacji parametréw - praktyczna metoda SGH

m Praktycznym sprawdzeniem warunku koniecznego (order condition) i wystarcza-
jacego rank condition jest metoda sprawdzajaca rzad odpowiedniej podmacierzy.

m [Krok #1] Zapisujemy w tabeli parametry postaci strukturalnej, a wiec:
Y1 Y2 e Ymr 1 X1 i) . Tr
\ rr B” |

m [Krok #2] Dla kazdego j-tego réwnania rozwazamy macierz pozbawiona:

> j-tego wiersza;
> kolumn, ze zmiennymi wystepujacymi w j-tym réwnaniu.

Parametry j-tego réwnania beda identyfikowalne jezeli macierz ta bedzie miata
pelny rzad (liczba wektoréw niezaleznych liniowo powinna odpowiadaé liczbie wier-
SZy).
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Praktyczna metoda — przyktad I

SGH

Q4 gs 1 p
qqa = o+ a1p+ég 1 0 —ap —o1
qds = ﬁO + /61]7 + s 0 1 _BO _/81
_ 1 —1 0 0
qd = (s
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Praktyczna metoda — przyktad I

SGH

94 s 1 P
qd = aotoaip+Eéq 1 0 —ap —o1
qds = ﬁO + 51? + s 0 1 _BO _Bl
@ = ¢ 1 -1 0 0
réwnanie pierwsze: tylko wektor [I —1]7 == niepelny rzad, a wiec brak
identyfikowalnosci.
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Praktyczna metoda — przyktad I SGH

94 s 1 p
qd = oo+ oip+ted 1 0 —ap  —oq
gs = Po+Pip+es 0 1 —Bo —b1
@ = g 1 -1 0 0
réwnanie pierwsze: tylko wektor [1 — l]T —> niepelny rzad, a wiec brak
identyfikowalnosci.

réwnanie drugie: tylko wektor [1 l]T —> niepelny rzad, a wiec brak
identyfikowalnosci.
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Praktyczna metoda — przyklad II SGH

qd qs 1 p <
qa = o+ aip+azz+eq 1 0 —op —Q1  —Q2
qds = /60 + Blp + s 0 1 _BO _/81 0
_ 1 —1 0 0 0
qd = (s
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Praktyczna metoda — przyklad II SGH

qd ds 1 p <
qa = aotaip+axz+teq 1 0 —ap —o1  —oo
gs = Bo+pBip+es 0 1 —Bo =B 0
@ = g 1 -1 0 0 0
réwnanie pierwsze: tylko wektor [I —1]7 == niepelny rzad, a wiec brak
identyfikowalnosci.
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Praktyczna metoda — przyklad II SGH

qd_ Gs 1 p z
ga = ao+toap+aez+teq 1 0 —a -1 -
gs = Bo+pBip+es 0 1 —Bo =B 0
@ = g 1 -1 0 0 0
réwnanie pierwsze: tylko wektor [I —1]7 == niepelny rzad, a wiec brak
identyfikowalnosci.

réwnanie drugie: dwa wektory [1  1]7 oraz [—~a2 0]T. Co wigcej,

1 — Q2 _
rank[ 1 0 } =2

—> parametry drugie réwnania identyfikowalne.
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Praktyczna metoda — przyktad IIT SGH

qd  qs 1 p z
qa = ot oaip+az+éq 1 0 —ag —o1  —Qo 0
qs = Po+Pip+ Pz +es 0 1 =B -hH 0 -5
@ = g 1 -1 0 0 0 0
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Praktyczna metoda — przyktad IIT

SGH

qd  gs 1 D z
qa = «ao+toaip+ az+eéq 1 0 —Q —Q —Q 0
gs = Po+ Pip+ Pz +es 0 1 —Bo  —B 0 —Ba
1 -1 0 0 0 0

qd = (gs

réwnanie pierwsze: dwa wektory wektor [1

rank |: 1

—1]7 oraz [-B2 0]7. Wazniejsze, ze

0

—Ba ] .y

— parametry pierwszego réwnania identyfikowalne.
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Praktyczna metoda — przyktad III SGH

qd  gs 1 P z
@ = ao+oip+oasz+eq 1 0 —ao —a1 —as 0
gs = Po+ Pip+ Pex+es 0 1 —Bo =B 0 —Ba
w - 4 1 -1 0 0 0 0

réwnanie pierwsze: dwa wektory wektor [I  — 1]7 oraz [~82 0]7. Wazniejsze, ze

1 B2 |
rank{_l 0 ]—2

— parametry pierwszego réwnania identyfikowalne.

réwnanie drugie: dwa wektory [1  1]7 oraz [—az 0]F. Co wiecej,

1 —Q2 _
rank[ 1 0 } =

— parametry drugie réwnania identyfikowalne.

PROBLEM IDENTYFIKACJI PARAMETROW
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Metody estymacji
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Metody estymacji SGH

Metody estymacji parametréw réwnan
(réwnanie - po - réwnaniu)

m Posrednia Metoda Najmniejszych Kwadratéw;

m Podwdjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw;

Uogdlniona Metoda Momentéw (GMM, generalized methods of moments);

Estymator klasy k;

m Metoda Najwigkszej Wiarygodnosci z ograniczona informacja (LIML, limited nfor-
mation likelihood).
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Metody estymacji SGH

Metody estymacji parametréw réwnan
(réwnanie - po - réwnaniu)

m Posrednia Metoda Najmniejszych Kwadratéw;

m Podwdjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw;

m Uogdlniona Metoda Momentéw (GMM, generalized methods of moments);
m Estymator klasy k;

m Metoda Najwigkszej Wiarygodnosci z ograniczona informacja (LIML, limited nfor-
mation likelihood).

Metody estymacji lacznej/systemowej
m Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratow;
m Uogdlniona Metoda Momentéw (GMM, generalized methods of moments);

m Metoda Najwigkszej Wiarygodnoéci z pelng informacja (FIML, full-information
likelihood).
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Metody estymacji — Niezgodnos¢ Metody Najmniejszych Kwadratéw SGH

m Postaé strukturalna dla j-tego réwnania:
yi = Y +Xifi+ej
= Zjj+ej

gdzie Z; to macierz zmiennych endogenicznych w j-tym réwnaniu oraz
zmiennych egzogenicznych w j-tym réwnaniu, tj. Z; = [Y; X;].
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Metody estymacji — Niezgodnos¢ Metody Najmniejszych Kwadratéw SGH

m Postaé strukturalna dla j-tego réwnania:

yi = Y +X;Bi+e;
= Zjdj+e¢;
gdzie Z; to macierz zmiennych endogenicznych w j-tym réwnaniu oraz
zmiennych egzogenicznych w j-tym réwnaniu, tj. Z; = [Y; X;].
m Postaé zredukowana dla zmiennych endogenicznych wystepujacych w

j-tym réwnaniu
Y]' = H]’Xj + Vj

gdzie TT; to j-ta kolumna macierzy z postaci zredukowanej. A v = el ™.
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Metody estymacji — Niezgodnos¢ Metody Najmniejszych Kwadratéw SGH

m Postaé strukturalna dla j-tego réwnania:

yi = Y +X;Bi+e;
= Zjdj+e¢;
gdzie Z; to macierz zmiennych endogenicznych w j-tym réwnaniu oraz
zmiennych egzogenicznych w j-tym réwnaniu, tj. Z; = [Y; X;].
m Postaé zredukowana dla zmiennych endogenicznych wystepujacych w
j-tym réwnaniu
Y]' = H]’Xj + Vj
gdzie TT; to j-ta kolumna macierzy z postaci zredukowanej. A v = el ™.
m Estymator najmniejszej metody kwadratéw bedzie niezgodny:
-1
. -1 Y)Y, YIX, Y)e;
691 = 217, 2Ty =6, 4+ | o’ <o’ 5
J [ J J] 7Y J Xg Y] Xg X]
> plim%X?sj dazy do zera, poniewaz zmienne X; sg egzogeniczne.
» Kluczowe jest tutaj komponent plim%Y;ﬂsj, ktory nie zbiega do 0 . Korelacja ta
prowadzi do tzw. simultaneous equations bias.
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Modele rekurencyjne SGH

Modele rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" (okreslajaca zalezno$é miedzy zmiennymi endogenicznymi w
postaci strukturalnej) jest tréjkatna.
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Modele rekurencyjne SGH

Modele rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" (okreslajaca zalezno$é miedzy zmiennymi endogenicznymi w
postaci strukturalnej) jest tréjkatna.

Przyktad (3 zmienne endogeniczne)

n= Xp +e1,
y2 = XpB2+ 71211 +ea,
ys = XB3+v3y1 +723y1  +es-
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Modele rekurencyjne SGH

Modele rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" (okreslajaca zalezno$é miedzy zmiennymi endogenicznymi w
postaci strukturalnej) jest tréjkatna.

Przyktad (3 zmienne endogeniczne)

n= Xp +e1,
y2 = XpB2+ 71211 +ea,
ys = XB3+v3y1 +723y1  +es-

Modele w pelni rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" jest tréjkatna oraz ¥ (macierz wariancji kowariancji
sktadnika losowego) jest diagonalna.
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Modele rekurencyjne SGH

Modele rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" (okreslajaca zalezno$é miedzy zmiennymi endogenicznymi w
postaci strukturalnej) jest tréjkatna.

Przyktad (3 zmienne endogeniczne)

n= Xp +e1,
y2 = XPB2 +71211 +ea,
ys = XB3+v3y1 +723y1  +es-

Modele w pelni rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" jest tréjkatna oraz ¥ (macierz wariancji kowariancji
sktadnika losowego) jest diagonalna.

m W przypadku model w pelni rekurencyjnych, parametry postaci strukturalnej moga by¢
szacowane MNK.

m Wynika to z braku zalezno$ci miedzy skladnikiem losowym (¢) a zmiennymi
endogenicznymi. Dla przyktadu:

cov (y1,e2) = cov (XpB1 +€1,62) =0
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Modele rekurencyjne SGH

Modele rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" (okreslajaca zalezno$é miedzy zmiennymi endogenicznymi w
postaci strukturalnej) jest tréjkatna.

Przyktad (3 zmienne endogeniczne)

n= Xp +e1,
y2 = XPB2 +71211 +ea,
ys = XB3+v3y1 +723y1  +es-

Modele w pelni rekurencyjne

to modele, w ktérych macierz I" jest tréjkatna oraz ¥ (macierz wariancji kowariancji
sktadnika losowego) jest diagonalna.

m W przypadku model w pelni rekurencyjnych, parametry postaci strukturalnej moga by¢
szacowane MNK.

m Wynika to z braku zalezno$ci miedzy skladnikiem losowym (¢) a zmiennymi
endogenicznymi. Dla przyktadu:

cov (y1,e2) = cov (XpB1 +€1,62) =0
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Metody estymacji — Posrednia Metoda Najmniejszych Kwadratéw SGH

m Posrednia Metoda Najmniejszych Kwadratéw (indirect least squares ILS)
polega na oszacowaniu parametréw postaci zredukowanej:

Y=0IX+v (26)
Klasyczna metodg najmniejszych kwadratéw:
o+ = (x7x) ' XTY. (27)

m Na podstawie oszacowari 1197 mozna wyznaczyé oszacowania punktowe postaci

strukturalnej, tj. 7S oraz BTFS.

m Jest to mozliwe jedynie w przypadku doktadnej identyfikowalnosci kazdego z réw-
nan.
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Metody estymacji — Podwéjna Metoda Najmniejszych Kwadratow SGH

m Podwéjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw (two-stage least squares
2SLS) polega na wykorzystaniu wszystkich zmiennych egzogenicznych X jako in-
strumentéw dla zmiennych egzogenicznych Y; w j-tym réwnaniu.

m [Krok #1] Regresja(e) zmiennych endognenicznych wystepujacych po prawej
stronie réwnania j (Y;) wzgledem wszystkich zmiennych egzogenicznych.

—> Obliczamy wartosci teoretyczne Yj.

m [Krok #2] Regresja y; wzgledem Y. oraz X;.
> Powyzsza strategia ilustruje warunek konieczny identyfikowalnosci (order condition).
Przypomnijmy:
K J* > M;.
» W przeciwnym przypadku liczba zmienny egogenicznych pominietych w j tym warunku
jest wieksza od liczby zmiennych endogenicznych. Wtedy macierz zmiennych objas-

najacych w drugim kroku, a wiec [Yj Xj] ma niepelny rzad.
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Metody estymacji — Podwéjna Metoda Najmniejszych Kwadratow SGH

m Estymator 2SLS dla parametréw j-tego réwnania wykorzystujacy wartosci teoretyczne z
pierwszego kroku (Y):

11 &
YTy, YTX YTy,
§2SLS __ J
g | Sy e | | | @
Po pewnych przeksztalceniach mozna uzyska¢ naste¢pujaca postaé estymatora 2SLS:
RPN N -1 N
§25LS _ Y;Yj inxj Y;Yj _ (29)
J Xj Y; Xj X Xiyj
m Asymptotyczna wariancja:
N . e 11
Var (5J2-SLS) =0j; [ZJ-TZ]-] , (30)

gdzie macierz Z; to macierz zmiennych w j-tym réwnaniu. Z kolei, szacowana zmienno$é
sktadnika losowego:

55 = (yj - ZjSJZSLS)jV(yj _ ngszLs)

) (31)

zalezy od obserwacji (Z;) a nie od Z;
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Metody estymacji — Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw SGH

m Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw (three-stage least squares
3SLS) jest metoda polegajaca na jednoczesnej estymacji parametréw modelu
wieloréwnaniowego.

m Idea polega na potlaczeniu:
> Podwdéjnej Metody Najmniejszych Kwadratéw dla kazdego réwnania,
> Estymatora GLS (Uogdlnionej Metody Najmniejszych Kwadratéw), ktéry uwzglednia
korelacje skladnika losowego pomiedzy réwnaniami.
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Metody estymacji — Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw SGH

Zapis ogdlny:

y =12 +¢, (32)
Zapis macierzowy:
Y1 Z1 0 - 0 51 €1
y2 0 Zo ... 0 02 €2
. . = . , (33)
Ym 0 0 e ZM 5M EM

gdzie Z; to zmienne (endogeniczne i egzogeniczne) w ¢ -tym réwnaniu, a
€1,€2,...,eMm to wektory sktadnikéw losowych.
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Metody estymacji — Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw— sktadnik losox&GH

m Standardowe zalozenia:

» Ec|X)=0 _
» E(ce”|X) =% = ¥ ® I, gdzie I to macierz jednostkowa o wymiarach réwnych liczbie

obserwacji.

m Macierz kowariancji:

ol oy ... oiy 1 0 0
o3 o3 ... oy 01 ... 0

Iel= . . o (34)
0 O%e ... O 0 0 1

a wiec ...

o) MODELE WIELO ANIOWE METODY ESTYMACJI
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Metody estymacji — Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw— sktadnik losox&GH

r 2 2 2 -
911 5D . e
o? o2 o?
11 12 1M
2 2 2
, o711 ) CECTEEREE R 1M
o2, ) 05y y . o5M R
921 922 s 92Mm
2RI =
2 2 2
59 b)) s Tam
2 2 2
o2 oo e OuMm
o2 o2 o2
M1 M2 e M M
2 2 2
L IM1 M2 Mm A
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Metody estymacji — Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw 1 SGH

m Krok pierwszy w 3SLS polega na oszacowaniu macierzy parametréw formy zre-
dukowanej, tj. II. Parametry II sg szacowane metoda najmniejszych kwadratéw
dla kazdego z réwnan.

» Dzieki tym oszacowaniom obliczanone moga zaostaé wartosci teoretyczne zmiennych
endogenicznych dla kazdego z rownan, tj. Yj.

m Krok drugi w 3SLS to oszacowanie 2SLS (podwdjnej metody najmniejszych kwadraté
wektora parametréow dla kazdego z rownan, tj. SJZ-SLS. Na podstawie, uzyskanych
oszacowan 3?SL S wyznaczana jest macierz wariancji kowariancji, uwzgledniajaca za-
leznos¢ skladnika losowego pomigdzy réwniami. Estymator kowariancji pomiedzy

i-tym a j-tym réwnaniem:

(Yi . Zi&?SLS)T (Yi . ZjSJZSLS)

- , (35)

19 ij =
m Krok trzeci w 3SLS to wykorzystanie estymatora uogélnionej metody najmniejszych
kwadratow GLS. Na podstawie szacunkéw:
> Yj, a wiec Z (pierwszy krok);
> macierzy warianacji-kowariancji skladnika losowego 3 (drugi krok);

mozemy wyznaczy¢ estymator Potréjnej Metody Najmniejszych Kwadratéow
§35LS.

335Ls _ [ZT (2—1 ® ]) 2]71 7T (2_1 ® I) y. (36)
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Metody estymacji — Potréjna Metoda Najmniejszych Kwadratéw 11 SGH

m Wariancja estymatora 53513,
Var(§%5"%) = 27 (3w 1) 2] !, (37)

gdzie Z = diag[XII;, X].
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SGH

Dynamiczne modele wieloré6wnaniowe
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Dynamiczne modele wieloréwnaniowe SGH

m Strukturalne modele dynamiczne (alternatywny zapis uwzgledniajacy indeks
obserwacji t, / oznacza transpozycje):

y/tF +x:B + yé,lib = 5/7 (38)

gdzie yi_, to wektor opéznionych zmiennych endogenicznych.
Macierz ® wyraza zalezno$¢ pomiedzy y;_, oraz ys.
m OpdéZnione zmienne endogeniczne y;_; sg predeterminowane (predetermined).

m W analizie problemu identyfikowalnosci y¢_, mozna zatem traktowaé jako zmienne
egzogeniczne w tym przypadku.
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Dynamiczne modele wieloréwnaniowe SGH

m Strukturalne modele dynamiczne (alternatywny zapis uwzgledniajacy indeks
obserwacji t, / oznacza transpozycje):

yel +xB+yt 1® =€, (38)
gdzie yi_, to wektor opéznionych zmiennych endogenicznych.
Macierz ® wyraza zalezno$¢ pomiedzy y;_, oraz ys.

m OpdéZnione zmienne endogeniczne y;_; sg predeterminowane (predetermined).

m W analizie problemu identyfikowalnosci y¢_, mozna zatem traktowaé jako zmienne
egzogeniczne w tym przypadku.

m Wigksza liczbe opdznienn mozna uwzglednié przez dodatkowe réwnania systemu.

[ve ye-1 [ g ? } +x¢[B 0]+ [ye-1 Ytzll[ i; é } = [ 0]. (39)

JAKUB MUCK METODY EKONOMETRYCZNE MODELE WIELOROWNANIOWE DYNAMICZNE MODELE WIELOROWNANIOWE 42 / 47



Dynamiczne modele wieloréwnaniowe

SGH

m Postaé zredukowana dynamicznego modelu wieloréwnaniowego:

ve = x4yt 1Z+ v,

gdzie:
2 = —or ',
I = -Br
v, = u{F_l.
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Mnozniki krétkookresowe SGH

m Posta¢ zredukowana dynamicznego modelu wieloréwnaniowego:
yt =x¢Il+yi 15+ v (44)

®m Mnoznik jednoczesny/ krétkookresowy/bezposredni: zmiennej k-tej egzo-
genicznej na m-ta zmienng endogeniczna.

—— = Ilg m, (45)

to po prostu odpowiedni element macierzy okreslajacej bezpoéredni wplyw zmien-
nych egzogenicznych na zmienne endogeniczne w postaci zredukowanej.
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Dynamiczne mnozniki SGH

m Postaé zredukowana dynamicznego modelu wieloréwnaniowego:
v =x¢+yi 12+ 1. (46)

m Substytucja yt_1 przez zalezno$é wynikajaca z postaci zredukowanej (tj. yi_1 =
eI+ ye 2E+ v _q):

ye = xeT+x¢ 1 TIE 4y 25" + 14 + 1445, (47)

= Kontynuujac dla kolejnych op6znient (oznaczanych przez s):

t—1 t—1
ve= Y (%_allZ%) +yo=2' + Y (vi-.Z"), (48)
s=0 s=0

gdzie yg to poczatkowe wartoéci zmiennych endogenicznych.

METODY EKONOMETRYCZNE MODELE WIELO! NANIOWE DYNAMICZNE MODELE WIELOROWNANIOWE 45 / 47



Dynamiczne mnozniki SGH

m Postaé zredukowana dynamicznego modelu wieloréwnaniowego:
v =x¢+yi 12+ 1. (46)

m Substytucja yt_1 przez zalezno$é wynikajaca z postaci zredukowanej (tj. yi_1 =
eI+ ye 2E+ v _q):

ye = xeT+x¢ 1 TIE 4y 25" + 14 + 1445, (47)

= Kontynuujac dla kolejnych op6znient (oznaczanych przez s):

t—1 t—1
ve= Y (%_allZ%) +yo=2' + Y (vi-.Z"), (48)
s=0 s=0

gdzie yg to poczatkowe wartoéci zmiennych endogenicznych.

® Dynamiczny mnoznik:
8yt,m

= (II=°
aQi'lﬁ—s,k ( )k

(49)

,m

pozwala oceni¢ wplyw zmiany k — tej zmiennej egzogenicznej na m-ta zmienna
endogeniczng po s okresach.
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Postaé koncowa modelu i mnozniki dlugookresowe SGH

m Postaé konnicowa modelu:

oo
/o ’ =S
Yt = (Xt—s =
s=0

pozwala wyrazi¢ zmienne endogeniczne jako sume skumulowanych zmian zmiennych
egzogenicznych oraz zaburzen strukturalnych.

S—
+
—
A

|
w
[1]
3
S—

(50)
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Postaé koncowa modelu i mnozniki dlugookresowe SGH

m Postaé konnicowa modelu:

ve=> (x-S=°) + > (1=, (50)
s=0 s=0

pozwala wyrazi¢ zmienne endogeniczne jako sume skumulowanych zmian zmiennych
egzogenicznych oraz zaburzen strukturalnych.

= Mozniki dltugookresowe (réwnowagowe):
NI+2+=+..]=07-5 " (51)

okreslaja taczny (skumulowany) wplyw zmian zmiennych egzogenicznych na zmi-
enne endogeniczne.

m W przypadku mnoznikéw dlugookresowych kluczowa jest stabilno$é,
tj. lims oo ZF = 0.
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Postaé koncowa modelu i mnozniki dlugookresowe SGH

m Postaé konnicowa modelu:

ve=> (x-S=°) + > (1=, (50)
s=0 s=0

pozwala wyrazi¢ zmienne endogeniczne jako sume skumulowanych zmian zmiennych
egzogenicznych oraz zaburzen strukturalnych.

= Mozniki dltugookresowe (réwnowagowe):
NI+2+=+..]=07-5 " (51)

okreslaja taczny (skumulowany) wplyw zmian zmiennych egzogenicznych na zmi-
enne endogeniczne.

m W przypadku mnoznikéw dlugookresowych kluczowa jest stabilno$é,
tj. lims oo ZF = 0.

» Skumulowane dynamiczne mnozniki:
nr -zt -2,

gdzie s jest horyzontem analizy.
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Dynamiczne modele wieloréwnaniowe a stabilnosé SGH

m Stabilnosé jest kluczowa charakterystyka dynamicznych modeli wieloréwnaniowych.

> Stabilno$é¢ oznacza, ze wplyw zmian zmiennych egzogenicznych na zmienne endo-
geniczne bedzie wygasal w czasie.
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Dynamiczne modele wieloréwnaniowe a stabilnosé SGH

m Stabilnosé jest kluczowa charakterystyka dynamicznych modeli wieloréwnaniowych.

> Stabilno$é¢ oznacza, ze wplyw zmian zmiennych egzogenicznych na zmienne endo-
geniczne bedzie wygasal w czasie.
m Wykorzystujac dekompozycje spektralna macierzy Z (opisujaca zalezno$é miedzy
zmiennymi endogenicznymi a ich opéznieniami):
E=CACTH, (52)

gdzie A to macierz diagonalna z warto$ciami wlasnymi na przekatnej, a C' to macierz
zawierajaca wektory wktasne.
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Dynamiczne modele wieloréwnaniowe a stabilnosé SGH

m Stabilnosé jest kluczowa charakterystyka dynamicznych modeli wieloréwnaniowych.
> Stabilno$é¢ oznacza, ze wplyw zmian zmiennych egzogenicznych na zmienne endo-
geniczne bedzie wygasal w czasie.
m Wykorzystujac dekompozycje spektralna macierzy Z (opisujaca zalezno$é miedzy
zmiennymi endogenicznymi a ich opéznieniami):
E=CACTH, (52)
gdzie A to macierz diagonalna z warto$ciami wlasnymi na przekatnej, a C' to macierz
zawierajaca wektory wktasne.

m Warto zauwazy¢, ze:

=2 — CACT'CAC™' = ON2C Y, (53)

a wiec
= =CACT, (54)

zatem stabilnogé (lim;— .o Zf = 0) jest zagwarantowana jezeli lim¢—oo A® = 0. W
powyzszy przypadku jest to tozsame z sytuacja, gdy modul wartosci wlasnych (el-
ementy diagonalne A) jest mniejszy od jednosci.
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