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Twierdzenie Gaussa -Markowa SGH

Zalozenia:
Q@ rz2(X)=k+1<n
Q E(Xe)=0
Q@ E()=0

@ Var(e) = E(ee™) = Io?
Q¢ ~ N(Oa 02)

Twierdzenie Gaussa - Markowa

Estymator B uzyskany Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratéw jest
estymatorem BLUE [best linear unbiased estimator], tj. zgodnym,
nieobciagzonym i najefektywniejszy w klasie liniowych estymatoréow wektora .
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Twierdzenie Gaussa -Markowa SGH

Zalozenia:
Q@ rz2(X)=k+1<n
Q E(Xe)=0
Q@ E()=0

@ Var(e) = E(ee™) = Io?
Q¢ ~ N(Oa 02)

Twierdzenie Gaussa - Markowa

Estymator B uzyskany Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratéw jest
estymatorem BLUE [best linear unbiased estimator], tj. zgodnym,
nieobciagzonym i najefektywniejszy w klasie liniowych estymatoréow wektora .

m Zgodnie z zalozeniem (2) zmienne obja$niajace sa egzogeniczne.

m Endogeniczno$¢ polega na niespelnieniu warunku (2). W tym przypadku

E(Xe) # 0. (1)
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Endogeniczno$é¢ a implikacje dla estymatora MNK SGH

Zmienna Endogeniczna

Zmienna objasniajaca jest endogeniczna (endogenous) jezeli jest skorelowana ze
sktadnikiem losowym, tj., E (e|z) # 0.

Niezgodno$c i obciazonos¢ estymatora MNK

Endogeniczno$é prowadzi do niezgodnosci estymatora MNK i jego obciazonosci.
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Endogeniczno$é a implikacje dla estymatora MNK SGH

Zmienna Endogeniczna

Zmienna objasniajaca jest endogeniczna (endogenous) jezeli jest skorelowana ze
sktadnikiem losowym, tj., E (¢|z) # 0.

Niezgodno$¢ i obciazonosé estymatora MNK

Endogenicznos¢ prowadzi do niezgodnoéci estymatora MNK i jego obciazonoéci.

Standardowe przypadki kiedy zmienna objasniajaca jest endogeniczna:
@ Btad pomiaru (measurement error).
@ Problem pominietych zmiennych (omitted variable bias).

@ Wspdlprzyczynowosé (simultaneity causality).
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Blad pomiaru I SGH

m Zalézmy, ze prawdziwy DGP (data generating process) dla konsumpcji (¢) mozna

zapisa¢ nastepujaco:
c=a+ Binc’ +e, (2)
gdzie inc* oznacza dochéd permanentny.

m Zazwyczaj posiadamy dane o inc, ale nie o dochodzie permanentnym. W takim
przypadku staramy sie aproksymowaé¢ dochéd permanentny dochodem bieza-
cym.

inc’ =inc+mn, (3)
gdzi en to losowy blad pomiaru n ~ N (O, U?]).
m Biezacy dochdd (inc) jest zatem proxy variable dochodu permenentnego (inc*).

m Wykorzystujac prawdziwy proces generujacy dane (2):
c=a+B(inc+n)+e=a+ Binc+ Bn+e=a+ Binc+v, (4)

gdzie v = ¢ + (n.
m Kluczowe jest tutaj zbadanie kowariancji miedzy dochodem biezacym inc a sktad-
nikiem losowym (v):

cov(inc,v) = E (incv) = E ((inc* —n)(e + Bn)) = E (ﬁnz) = —O‘%ﬁ # 0. (5)

m Zatem blad pomiaru (measurement error ) moze prowadzié¢ do endogenicznosci.
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Problem pominietych zmiennych I SGH

m Ekonomia pracy (labor economics): zwrot z edukacji.

m Zalozmy, ze prawdziwy proces generujacy dane dla logarytmu ptac (w) to:
w=a+pS+pA+e, (6)
gdzie S to stopieri wyksztalcenia (lub liczba lat edukacji), a A mierzy zdolnosci
indywidualne oraz motywcje.

m Problem: dane o A sa niedostepne.

m Rozwazmy jednak bardziej aplikacyjna (i przez to uproszczong wersje) zaleznosci
(7):
w=a+pS+n, (M)
gdzie sktadnik losowy 1 uwzglednia indywidualne umiejetnosci i predyspozycje (A),
tj.
n=ec+pBA (8)

m Wtedy estymator MNK dla p, a wiec zwrotu z edukacji, moze zosta¢ uproszczony

PP = cov(w, S)/Var(S). 9)
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Problem pominietych zmiennych IT SGH

m Wykorzystujac jednak prawdziwy proces generujacy dane dla ptac w:

pOLS = cov(a + pS + BA+¢€,S5)

1

Var(s) ’ (10

m Po przeksztatceniach uzyskujemy:
~OLS cov(A,S)
= E S S S . 11
Var®) [(+ pS +¢) S+ BAS] = BVT(S) #p (11)
=bias
= Estymator MNK zwrotu z edukacji (p pOLS ) bedzie zatem obciazony w gére (upward

biased jezeli znaki prawdziwego parametru 8 i komponent cov(A,S)/Var(S) sa
takie same.
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Wspdlprzyczynowosé 1 SGH

m Przyklad: (Keyensowski)model konsumpcji:

c = a+pfyte (12)

y = c+i (13)
gdzie ¢ to konsumpcja, y odpowiada zagregowanemu produktowi, i to inwestycje a
¢ to sktadnik losowy, t.j., € ~ N(0,02).

m W powyzszym systemie réwnan mamy dwie zmienne endogeniczne (c oraz y) i jedna
zmienna egzogeniczna (7).

m Postaé zredukowana (reduced form) to taka posta¢ modelu, w ktérej zmienne
endogeniczne s3 determinowane jedynie przez zmienne egzogeniczne oraz zaburzenia
losowe. W naszym przypadku:

y = c+1
y = a+Byte+i
1-8y = a+i+e
«@ 1 . 1
YT - ta-n T aenT
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Wspdlprzyczynowosé 1T SGH

m Ogdlny zapis estymatora MNK dla krancowej sktonnosci do konsumpcji (8) mozna
wyprowadzi¢ korzystajac z tozsamosci (12):

L-9e
Y y-19)°
—_——

=0 jezeli E(yle)=0

BOLS _ 6 + (14)

m Ale z formy zredukowanej naszego modelu wiemy, ze y zalezy od . W takim
przypadku S91° £ 3, a wiec estymator MNK bedzie niezgodny.
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Przyklady endogenicznosci SGH

Endogenicznodc¢ jest rowniez charakterystyczna dla estymatora MNK w przypadku
specyficznych modeli ekonometrycznych:

m wieloréwnaniowych (jednoczesnych) modeli ekonometrycznych (simultaneous equa-
tions model).

= model Koycka.

m dynamicznych modeli panelowych z efektami indywidualnymi.
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SGH

Metoda Zmiennych Instrumentalnych
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Metoda Zmiennych Instrumentalnych— Koncepcja SGH

.—B, y

m z — zmienna objasniajaca;

® y — zmienna objasniana;
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Metoda Zmiennych Instrumentalnych— Koncepcja SGH

.—ﬁ, y

m z — zmienna obja$niajaca;
m y — zmienna objasniana;

m ¢ — sktadnik losowy;

METODY EKONOMETRYCZNE METODA ZMIENNYCH INSTRUMENTALNYCH



Metoda Zmiennych Instrumentalnych— Koncepcja SGH

cov(z,e) #0

m z — zmienna obja$niajaca;
m y — zmienna objasniana;

m ¢ — sktadnik losowy;
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Metoda Zmiennych Instrumentalnych— Koncepcja SGH

cov(z,e) =0 B

cov(z,e) #0

m z — zmienna objasniajaca;
m y — zmienna objasniana;
m ¢ — sktadnik losowy;

® z — zmienna instumentalna (instrument).

METODA ZMIENNYCH INSTRUMENTALNYCH
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Metoda Zmiennych Instrumentalnych SGH

m Rozwazmy prosta zaleznosé liniowa:
y=a+pBx+e and cov(e,z)#D0. (15)

m Oszacowania uzyskane MNK [ beda niezgodne.
m Metoda zmiennych instrumentalnych (Instrumental variables IV) pozwala
podzieli¢ zmienno$é endogenicznej zmiennej (z) na dwa komponenty:
@ komponent, ktéry potencjalnie nie jest skorelowany ze sktadnikiem losowym (g),
@ komponent, ktéry moze byé skorelowany ze sktadnikiem losowym (g).
m Powyzszy zabieg jest mozliwy dzigki wykorzystaniu zmiennej instrumentalnej
(instrument, z), ktéra nie jest skorelowana ze skladnikiem losowym e.

m Instrument (z) pozwala zatem na zidentyfikowanie tej czesci zmiennosci zmiennej

endogenicznej, ktéra nie jest skorelowana ze skladnikiem losowym e i dzieki temu
mozna uzyskaé zgodne oszacowania 3.
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Wtiasnoséci instrumentéw SGH

Zmienna instrumentalna powinna spelniaé¢ nastepujace warunki:

= [Instrument relevance] Zmienna instrumetalna powinna byé mocna., tj.
cov(z,z) #0 (16)
gdzie z to instrument, a x to zmienna endogeniczna.

Oznacza to, ze instrumenty powinny by¢ skorelowane ze zmienng endogeniczna.

= [Instrument exogeneity] Zmienna instrumetalna powinna by¢ egzogeniczna.
tj.
cov(z,e) =0 (17)

a wiec zmienna instrumentalna nie moze by¢ skorelowana ze sktadnikiem losowym.
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Podwdjna MNK — uproszczony przyklad 1T SGH

m Postaé strukturalna:
y = Po+ Bz + ¢, (18)
gdzie x to zmienna endogeniczna.
m Zakladamy, ze posiadamy zmienna instrumentalna z.

m Krok pierwszy to regresja x zmiennej endogenicznej wzgledem instrumentu z:
x =m0+ mz+ 1. (19)

Na podstawie oszcowan MNK parametréw wektora m wyznaczamy wartosci teore-
tyczne dla zmiennej endogenicznej, tj. ., tj.

® Krok pierwszy podwdéjnej metody najmniejszych kwadratéw jest nazwyany forma
zredukowang (reduced form) dla zmiennej instrumentalnej.

m Krok drugi polega na wykorzystaniu liniowej projekcji z postaci zredukowanej, a
wiec & w szacowaniu parametréw postaci strukturalnej:

y=pPo+ bt +e. (21)

m Estymatorem podwdjnej metody najmniejszych kwadratéw B2SL o beda zatem parame-
try powyzszego modelu szacowane MNK.
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Podwdjna MNK 1 SGH

m Podwéjna metoda najmniejszych kwadratéw ( 2SLS, Two Stages Least
Squares ) polega na dwustopniowym szacowaniu wektora nieznanych parametréw

5
y=PLo+bix1+ ...+ Brxi + Br+1wi + ... + Bryrwr + €, (22)
gdzie x; to zmienne endogeniczne, a w; to zmienne egzogeniczne.
m Zakladamy, ze mamy k£ zmiennych endogenicznych, m instrumentéw i r zmiennych
egzogenicznych.
m Krok pierwszy to regresja/e z; zmiennych endogenicznych wzgledem instrumen-
t6w (21,...,2m) oraz pozostalych zmiennych egzogenicznych (w1, ..., w.):

Vicet,..k Ti =70+ 7121+ ...+ TmZm + Tm41W1 + - .. + Ttrwy + 0. (23)

Na podstawie oszcowan MNK parametréw wektora m wyznaczamy wartosci teore-
tyczne dla endogenicznych, tj. ;., tj.

Viet,.k Zi=fo+m1z1+ ...+ Fm2zm + Fmprwi + ... + Fmprwy. (24)

m Krok pierwszy podwdéjnej metody najmniejszych kwadratéw jest nazwyany forma
zredukowang (reduced form) dla zmiennej instrumentalnej.

~
~
V)
o
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Podwdjna MNK 11 SGH

m Krok drugi polega na wykorzystaniu liniowej projekcji z postaci zredukowanej, a
wiec &; w szacowaniu parametréw postaci strukturalnej:

y=P0o+ i1+ ...+ Brir + Brt1wi + ... + Bryrwr + €. (25)

= Estymatorem podwdjnej metody najmniejszych kwadratow 325 LS beda zatem parame-
try modelu (25) szacowane MNK.
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Problem identyfikacji SGH

W metodzie zmiennych instumentalnych parametry przy zmiennych endogenicznych
beda:

@ Dokladnie identyfikowalne (ezxactly identified) jezeli m = k.

@ Nadmiernie identyfikowalne (overidentified) jezeli m > k.

@ Brak identyfikowalno$ci (underidentified) bedzie réwnoznaczny sytuacji,
gdy m < k.
gdzie:
k — liczba zmiennych endogenicznych,
m — liczba instrumentéw.
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Konsekwencje wykorzystania stabych lub endogenicznych instrumenSaH

m Dla uproszczenia: 1 zmienna endeogeniczna (x) oraz 1 zmienna instrumentalna (z).

m Wtedy asymptotyczne obciazenie estymatoréw OLS i 2SLS(IV):

plim (BOLS) = f+cor(z, e)%, (26)
lim (37 — cor(z, e) ge. 9
b (5 ) A+ cor(z,x) o, (27)
m Zatem, estymator IV jest zgodny i nieobciazony, gdy:
cor(z,e) —o, (28)
cor(z,x)

a wiec gdy instrumenty sa mocne i egzogeniczne.

m W przypadku stabych instrumentéw, estymator IV charakteryzuje sie¢ wysoka wari-
ancja.
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Testowanie mocy instrumentéw I SGH

m Kluczowym zalozeniem 2SLS, czy szerzej IV, jest korelacja zmiennych endogenicznych
z instrumentami. Ujmujac innymi stowami, instrumenty musza by¢ mocne.

m Moc instrumentéw (instrument relevance) mozna analizowaé za pomoca statystyki
F testu Walda dla regrrsji w pierwszym kroku:

i =m0 + T121 + oo+ TmZm + T 1W1 + oo+ TngrWr + 1. (29)

analizujac hipoteze:
Ho : T =...=mm =0. (30)

m Jako rule of thumb przyjmuje sie wartos¢ 10 dla statystyki F.
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Test Hausmana I SGH

m Test Hausmana pozwala na poréwnanie dwoch estymatoréw:
» Bl charakteryzuje sie wyzsza efektywnoécia (nizsza wariancja),
» (32 charakteryzuje si¢ nizsza efektywnoscia.
m Hipoteza zerowa testu Hausmana postuluje zgodno$é obu estymatoréw.

m Natomiast w hipotezie alternatywnej zaktada si¢ brak zgodno$ci estymatora
o wyzszej efektywnoéci ' przy jednoczesnej zgodnoéci estymatora o nizszej
efektywnosci, 82.

m Formalna statystyka testu Hausmana:
H=(8"—p")" [Var(8*) = Var(sh] " (5" - 8", (31)

ma rozktad x? z n stopniami swobody odpowiadajacymi rzedowi macierzy Var(BZ)—
Var(8Y, a wiec zazwyczaj (ale nie zawsze) liczbie parametréw wektora 3.

m Statystyka Hausmana H mozna zapytaé czy réznice pomiedzy estymatorami sa
statystycznie istotne.

m W przypadku metody zmiennych instrumentalnych mozna poréwnaé oszacowania
2SLS z oszacowaniami OLS aby zbada¢ endogeniczno$é zmiennych.

» Hipoteza alternatywna odnosi sie do sytuacji, w ktérej estymator OLS jest niezgodny
(endogeniczno$é) a estymator 2SLS (IV) jest zgodny.

> Warto tutaj zauwazy¢, ze estymator 2SLS bedzie zawsze mniej efektywny niz estyma-
tor OLS.

» Odrzucenie Ho moze wskazywac na problem endogenicznosci.
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Testowanie nadmiarowych restrykeji (overidentification restriction) SGH

m W przypadku gdy liczba instrumentéw jest wieksza od liczby zmiennych endo-
genicznych, tj. jezeli m > k, mozna zbadaé¢ zasadno$é (validity) nadmiarowych
restrykcji.

m Procedura jest nastepujaca:

© Oszacuj parametry strukturalnego réwnania (modelu dla dugiego kroku). Wyznacz
reszty é.

@ Oszacuj parametry regresji pomocnicznej, w ktérej zmienna obja$niang sa reszty €, a
zmiennymi objasniajacymi wszystkie zmienne egzogeniczne.

@ Na podstawie R? mozna wyznaczyé statystyke testowa, tj. nR? ~ an, &
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Przyktady zmiennych instrumentalnych (Angrist i Krueger, 2001)

SGH

Zmienna objasniana

Endogeniczna zmienna

objasniajgca

Zmienna instrumen-

talna

Badanie

Earnings

Earnings
Earnings

Earnings

Years of schooling

Years of schooling
Years of schooling

Veteran status

Region and time varia-
tion in school construc-
tion

Proximity to college
Quarter of birth

Cohort dummies

Duflo (2001)

Card (1995)

Angrist and Krueger
(1991)
Imbens and van der

Klaauw (1995)

Birth weight
Health

College enrollment

Crime

Maternal smoking
Heart attack surgery

Financial aid

Police

State cigarette taxes
Proximity to cardiac
care centers
Discontinuities in finan-
cial aid formula
Electoral cycles

Evans and Ringel (1999)
McClellan, McNeil and
Newhouse (1994)

van der Klaauw (1996)

Levitt (1997)
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Metoda Zmiennych Instrumentalnych — uwagi koricowe SGH

Problem doboru instrumentéw.

m Utrata efektywno$ci instrumentéw.
> Mniejsza precyzja oszacowan jest w szczegdlnosci znaczaca gdy instrumenty sa stabe.

Obcigzono$é (bias) oszacowan IV moze byé znaczaca w matych prébach.

Niesferycznosé macierzy wariancji-kowariancji
> Heteroskedastyczno$é/ autokorelacja skladnika losowego powinna by¢ uwzgledniona w
oszacowaniach IV. W przeciwnym przypadku, testy statystyczne stuzace diagnostyce
zalozen IV mogg by¢ niewiarygodne.

Popwdina MNK
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