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SGH

m Dla jednoréwnaniowego modelu liniowego:
y=XB+e¢, (1)
estymator MNK (OLS) przyjmuje postaé:
BOLS _ (XTX)—I XTy. (2)
m Estymator wariancji-kowariancji mozna zapisaé jako:
Var(57%%) = s2(X"X) ™, (3)
gdzie wariancja sktadnika losowego mozna oszacowaé jako S2:

ee  SSE(BOF)
n—(k+1) df )

S? =

gdzie SSE(B°L%) to suma kwadratéw reszt, a df to liczba stopni swobody.
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Twierdzenie Gaussa -Markowa SGH

Zalozenia:
Q@ rz2(X)=k+1<n
Q E(Xe)=0
Q@ E()=0

@ Var(e) = E(eeT) = Io?
Q¢ ~ N(Oa 02)

Twierdzenie Gaussa - Markowa

Estymator B uzyskany Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratéw jest
estymatorem BLUE [best linear unbiased estimator], tj. zgodnym,
nieobciazonym i najefektywniejszy w klasie liniowych estymatoréw wektora .

m nieobcigzonoéé, czyli: IE(BOLS) =0

m najefektywniejszy, czyli posiadajacy najmniejsza wariancje w swojej klasie
A0LS

n—oo/~n

m zgodny, czyli: plim
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SGH

Niesferyczno$é macierzy wariancji-kowariancji sktadnika
losowego

NIESFERYCZNOSC MACIERZY
WARIANCJI-KOWARIANCJI SKEADNIKA LOSOWEGO NS
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Konsekwencje braku sferycznosci macierzy kowariancji sktadnika losowego SGH

® Przypomnijmy estymator macierzy wariancji-kowariancji oszacowan (BOLS ):
A N A T
Var(3045) =B [ (4945 - 5) (5% - 5)" | (5)
m Korzystajac z zapisu macierzowego:

E {(XTX) X7 ((XTX) - x%) T]

Var(,@OLS)

E {(XTX) TIXTeTX (XTX)_I}

(XTX) " XTE [eeT] X (XTX)

m Nastepnie korzystajac z zalozenie o sferycznosci macierzy wariancji-kowariancji sktad-
nika losowego, tj. D?(¢) = E(ee”) = 021, mozna uproécié wzér na estymator wariancji
kowariancji oszacowan do:

Var(3°1%) = 0% (XTX) . (6)

NIESFERYCZNOSC MACIERZY
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Konsekwencje niesferycznosci macierzy wariancji-kowariancji sktadnS@H
losowego

m Brak sferycznosci macierzy wariancji-kowariancji sktadnika losowego prowac
do obcigzenia macierzy wariancji-kowariancji parametréw strukturalnych
Var(BOF9).

m Naturalng konsekwencja jest brak wiarygodnosci bledéw standardowych.

m Obcigzene sg réwniez wyniki testéw statystycznych bazujacych na macierzy
wariancji-kowariancji wektora parametréw strukturalnych. W szczegdlnodci test
t-studenta czy test liniowych restrykcji (test Walda).

= Brak sferycznosci macierzy wariancji-kowariancji sktadnika losowego moze
$wiadczyé o powazniejszych problemach jak np.

> problemie pominietych zmiennych (omitted variable bias) .

NIESFERYCZNOSC MACIERZY
METODY EKONOMETRYCZNE  [[CRRS I RN L B IoN e D) WARIANCJI-KOWARIANCJI SKEADNIKA LOSOWEGO [ANAGYd




Szczegdlne przypadki niesferycznoéci macierzy wariancji-kowariancji sktadnika SGH

losowego

m Autokorelacja sktadnika losowego

m Heteroskedastycznosé
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Szczegdlne przypadki niesferycznoéci macierzy wariancji-kowariancji sktadnika SGH

losowego

m Autokorelacja sktadnika losowego
m Heteroskedastycznosé
Efekt ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity).

Zalezno$é przestrzenna

m Zalezno$¢ pomiedzy jednostkami panelu (cross-sectional dependence)

NIESFERYCZNOSC MACIERZY
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Niesferycznos¢ macierzy wariancji-kowariancji sktadnika losowego — co dalej? SGH

Préba wyjasnienia zrédel niesferycznosci.

Zmiana specyfikacji modelu.

Odporne estymatory wariancji-kowariancji (robust covariance estimators).

» Konsekwencja niesferycznosci sktadnika losowego jest obciazonos$é macierzy wariancji-
kowariancji. Dlatego rozwiazaniem estymatora wariancji-kowariancji uwzgledniajacego
(odpornego) te wlasnoéé sktanika losowego.

= Inne metody estymacji parametréow strukturalnych:

» Uogoélniona MNK (GLS - Generalized Least Squares)
» Wazona MNK w przypadku heteroskedastycznosci.
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SGH

Autokorelacja sktadnika losowego
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Autokorelacja sktadnika losowego SGH

m Autokorelacja sktadnika losowego jest problemem najczesciej wystepujacym w
przypadku szeregéw czasowych i polega na zaleznosci (skorelowaniu) biezacych
wartosci sktadnika losowego od wartoéci przesztych.

m Autokorelacje sktadnika losowego mozna wiazaé z inercja/persystencja zmi-
ennych/proceséw ekonomicznych. Jest to wlasnosé polegajaca na roztozonej w cza-
sie absorbcji czynnikéw zewnetrznych.

m Indeks t bedzie oznaczaé czas obserwacji.

m Zgodnie z zalozenia MNK:

o2 0 0
0
Var(at) = . o2
o
0 0 o2

co jest réwnoznaczne:
Vizscov(eg,es) =0
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Autokorelacja skladnika losowego pierwszego rzedu I SGH

= Autokorelacja sklanika losowego pierwszego rzedu AR(1):
€t = pet—1 + Mt (7)
gdzie ny ~ N(O,U%), E(n) = 0 oraz Var(n)? = Ia'%. Zakladamy réwniez, ze |p| < 1
m Wariancja sktadnika losowego:
Var(et) = Var(per—1 + n¢)- (8)
Korzystajac z definicji (60) mozna podmienié¢ e4—1:
Var(et) = Var(p’ei—o + pre—1 +nt)- 9)
m [terujac powyzsza czynnosé uzsykujemy:
Var(et) = Var(n: + pne—1 + p2nt_2 +..0). (10)
m 7)¢ s3 niezalezne w czasie a wiec
Var(et) :a%+pa,2]+p2oz+..., (11)

m a wiec wariancja skladnika losowego jest réwna
2

%n
Var(et) = . (12)
1-p
m W przypadku kowariancji warto i$¢ krok po kroku:
o2
cov(eg,et—1) = cov(er—1 + N, ee—1) = peov(er—1,e¢—1) = pVar(et—1) = G _"p. (13)
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Autokorelacja sktadnika losowego pierwszego rzedu 11 SGH

m Latwo pokazaé ogdlna zaleznosc:

02
cov(es, e1p) = pF—"1. (14)
1-p

m Zatem, w przypadku autokorelacji sktadnika losowego macierz wariancji-kowariancji sktad-
nika losowego nie jest diagonalna:

1 P p? p”‘;
I
e
Var(st)zl_"p p P 1 p
pn—l pn—2 pn—3 1

METODY EKONOMETRY
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Przyklady SGH

Przyklad idiosynkratycznego zaburzenia losowego (L) oraz AR(1) (P)

T T T T T T
o 50 100 150 200 0 50 100 150 200

METODY EKONOMETRYC

AUTOKOREL.

JA SKLADNIKA LOSOWEGO 14 / 57




SGH

Przyczyny autokorelacji sktadnika losowego:

m Wysoka inercja (persystencja) zjawisk gospodarczych.

Psychologia podejmowanych zjawisk.

Problem pominiecia waznej zmienne;j.

m Niepoprawna postaé funkcyjna; wadliwa struktura dynamiczna, brak uwzglednienie
czynnikéw cyklicznych/sezonowych.

m Przeksztalcenia statystyczne.
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Testowanie autokorelacji sktadnika losowego SGH

Analiza reszt (e:):

m wykresy reszt w czasie,

m scatterploty, tj. wykres reszt e; wzgledem opdéznionych reszt, np .et—i.
Testowanie autokorelacji sktadnika losowego

m test Durbina-Watsona,

m testy portmanteau,

m test Breuscha-Godfreya.
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m Test Durbina-Watsona umozliwia sprawdzenie jedynie autokorelacji pierwszego rzedu. SGH

m Statystyka testu DW opiera si¢ na oszacowaniu wspélczynnika korelacji pomiedzy e; a e;—1:

n
§ : 2

(et —e¢—1)
t=2

== (15)

2
Ct—1

t=1

Latwo zauwazyé, ze d &~ 2(1 — p). Hipotezg zerowa jest brak autokorelacji, tj.:

Ho : p=0 (16)

Natomiast hipoteza alternatywna testu DW zalezy od wartosci statystyki testowej:, tj.
Ha: p>0 gdy de€(0,2) (17)

Hi: p <0 gdy de€(2,4) (18)

m Wartosci krytyczne dy i dr sa stablicowane.

Hi: p>0 Hi: p<O

Statystyka d Decyzja Statystyka d Decyzja

(0,dr) sg podstawy do odrzucenia Ho|[[(4 — dL,4) sg podstawy do odrzucenia Ho
na rzecz Hi o dodatniej autoko- na rzecz Hi o ujemnej autoko-
relacji relacji

(dr,du) brak decyzji (4 —dp,4 — dy) brak decyzji

(du,2) nie ma podstaw do odrzucenia||(4 — dy, 2) nie ma podstaw do odrzucenia
Ho Ho

AUTOKORELACJA SKLADNIKA LOSOWEGO 17 / 5
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Ograniczenia podstawowego testu Durbina-Watsona SGH

Test DW posiada obszary niekonkluzywnosci.
m Test Durbina-Watsona umozliwia weryfikacje autokorelacji jedynie pierwszego rzedu.

W specyfikacji modelu ekonometrycznego nie moze zosta¢ uwzgledniona cze$é¢ au-
toregresyjna zmiennej objasniane (péznione wartosci zmiennej objasnianej), poniewaz
wtedy statystyka DW jest obcigzona.

m Test Durbina-Watsona mozna stostowaé¢ w przypadku modeli z wyrazem wolnym.
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Uogolniony test Durbina-Watsona SGH

Statystyka uogdlnionego testu Durbina-Watsona nie wykazuje obcigzenia w
przypadku modeli autoregresyjnych.

Hipoteza zerowa odnosi si¢ do braku autokorelacji.

9 — (1 _ g) m (19)

Statystyka testowa:

gdzie Var(/s’y) to wariancja szacunku parametru autoregresji, a d to statystyka
podstawowego testu Durnina-Watsona.

Statystyka d9 posiada standardowy rozktad normalny, tj. d9 ~ N(0,1).

BUISEVSINE DINONONIINNCO/ANI A UTOKORELACJA I HETEROSKEDASTYCZNOSC AUTOKORELACJA SKLADNIKA LOSOWEGO 19 / 57




Testy portmanteau SGH

Generalna konstrukcja testéw portmanteau polega na weryfikacji statystycznej za-
leznoéci w czasie (tj. autokorelacji) do rzedu P wlacznie.

Hipotezy zerowa postuluje brak autokorelacji do rzedu P wtacznie.

Niech py bedzie korelacja pomiedzy resztami e; a resztami op6éznionymi o k okreséw,
tJ Eet—k.

Statystyka Boxa-Pierca:
P
Qep =T Z pr (20)
i=1

ma rozktad x? z P stopniami swobody a T oznacza wielkoéé¢ préby.

Statystyka Ljunga-Boxa:

P 0
Qus =T(T+2)) P (21)

ma rozklad x? z P stopniami swobody.

Statytyka Qrp ma lepsze wlasnosci od Qpp bez wzgledu na wielkosé préby.
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SGH

Test mnoznika Lagrange’a (LM) zaproponowany przez Breuscha i Godfreya pozwala na
testowanie autokorelacji zaréwno pierwszego jak i wyzszych rzedéw.

W pierwszym kroku szacowane sg parametry modelu:
ys = Po+ Brxre + ... + Bur, + & (22)

W drugim kroku szacowane sa parametry modelu, w ktérym wyjasniany jest sktadnik
resztowy z modelu (22). Dodatkowo, uwzgledniane sg opdznienia do rzedu P wiacznie:

et = fo + P11t + Bawae + ...+ BrTr,e + Brpret—1+ ... + Bryprei—p +nt (23)

zmienne objagniajace z modelu (22) opéznione reszty z modelu (22)

Hipoteza zerowa testu LM jest réwnoznaczna braku autokorelacji do rzedu P wiacznie:

Ho:Br+1=-.=Pr+p = 0 (24)
Hi:Jieq,...p)Pert # 0 (25)

Statystyka testowa:
LM =nR? (26)

posiada rozklad x? z P stopniami swobody (rzad weryfikowanej autokorelacji sktadnika
losowego). Sa podstawy do odrzucenia Ho, jezeli LM jest wigksza od wartosci krytycznej

x2.
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Odporny estymator wariancji-kowariancji Neweya-Westa SGH

m Estymator wariancji-kowariancji wektora g:

Var(8°1%) = (XTX) ' XTE [7] X (XTX) . (27)
m Niech © bedzie niesferyczna macierza wariancji kowariancji sktadnika losowego, tj.
Var(8°1%) = (XTX) ' XToX (XTX) . (28)
m Newey i West (1987) proponuja nastepujacy estymator wariancji-kowariancji:
L T
XTOX = XT0pX + Z Z wjetes—j [ccthlj + xt_jwz] , (29)
J=1 t=j+1

gdzie L to maksymalna liczba opdzniej, x+ to wektor obserwacji zmiennych objasniajacych
w momencie ¢, w; to wagi dla j-tego opéznienia, a £l jest wyznaczana nastepujaco:

XT X = —— Z 22Tz, (30)

m Newey i West (1987) proponuja nastepujace wagi
wj =1—j/L. (31)
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Odporny estymator wariancji-kowariancji Neweya-Westa - uwagi og@QH

® Wybdér maksymalnej liczby opé6zniej L jest kluczowy. Im mniejsze L tym
mniejsza wariancja ale wigksze obciazenie.
» metoda Andrewsa (1991) czy Neweya i Westa (1994),
> metoda préb i bledéw,
= Wybér wag w;.
> Mozliwe wykorzystanie estymatora jadra gestosci spektralnej ( kernel spectral den-
sity), np. Barletta czy Parzena.
m Czesta praktyka majaca na celu ograniczenie obcigzenia (wynikajacego z persys-
tencji obserwacji empirycznych) jest tzw. prewhitening przy pomocy modelu VAR
(wektorowej autoregeresji).
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Przyklad SGH

[Hill, Griffiths i Lim]: krzywa Phillipsa dla Australii.
m Dane: szeregi czasowe od 1987Q1 do 2009Q3.

> inf; - inflacja w okresie ¢.
> Awuy - zmiana stopy bezrobocia w okresie ¢.

= Model:
infe =inf —yAu; + e (32)
m Zaktadajac, ze oczekiwania inflacyjne sg stale w czasie:
infy = Bo + Bi1Aus + & (33)
gdzie f1 = —7.
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Przyklad c.d. SGH

m Rozwazany model:
inf = Po + BrAus + €4 (34)

H Oszacowanie Blad stand. ¢-Studenta  wartos¢ p

Bo 0.777621 0.0658249 11.8135 0.0000
B1 || —0.527864 0.229405 —2.3010 0.0238

m Czy oszacowanie parametru 3 jest statystycznie istotne?
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Przyktad — wykres reszt modelu wzgledem czasu SGH

o 1A, ..,n\n/\ An/\.
\/"v VVVUW 7

N
'

1985q1 1990q1 1995q1 2000q1 2005q1 2010q1
time
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Przyklad — zalezno$¢ miedzy resztami a ich pierwszym opdznieniem SGH

~ 4
°
°
°
— ° ~:
° °
°® °
o °
° °
° .o'
= L Y .... 8 [ ]
w|o— [ “.. .O
. e
o & $ .‘. °
o ® % o ° °
: ° °
°
(\ll_
T T T T T
-2 -1 0 1 2
e {t-1}

N
~
o

LACJA I HETE / AUTOKORELACJA SKLADNIKA LOSOWEGO

]



Przyklad — zalezno$¢ miedzy resztami a ich pierwszym opdznieniem SGH
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Przyklad — testowanie autokorelacji sktadnika losowego SGH

m Test Durbina-Watsona:
> Statystyka testowa: 0.887
> Wartosci krytyczne (N =90 i k = 1) przy 5% poziomie istotnosci:
dr, : 1.6345
dy : 1.6794

AUTOKORELACJA SKLADNIKA LOSOWEGO
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Przyklad — testowanie autokorelacji sktadnika losowego SGH

m Test Durbina-Watsona:

> Statystyka testowa: 0.887

> Wartosci krytyczne (N =90 i k = 1) przy 5% poziomie istotnosci:
dr, : 1.6345
dy : 1.6794

m Statystyka testu LM:
p H Wartoéé statystyki  p-value

1 27.592 0.000
4 36.672 0.000
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Przyktad — estymator macierzy wariancji-kowariancji odporny na autokorelacje

SGH

Rozwazany model:
inf: = Bo + B1Aut + &t

Podstawowe oszacowania oszacowania
Oszacowanie  Blad stand. ¢-Studenta  wartos¢ p

Bo 0.777621 0.0658249 11.8135 0.0000
B1 || —0.527864 0.229405 —2.3010 0.0238

ODPORNE BLEDY STANDARDOWE

Oszacowanie  Blad stand. ¢-Studenta  wartos¢ p

Bo 0.777621 0.101848 7.6351 0.0000
B1 || —0.527864 0.309225 —1.7071 0.0913
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SGH

Heteroskedastycznosé sktadnika losowego
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Istota heteroskedastycznosci sktadnika losowego SGH

m Heteroskedastycznosé sktadnika losowego jest druga forma niespelnienia zalozenia
o sferycznoéci macierzy wariancji-kowariancji sktadnika losowego.

m Zjawisko heteroskedastycznosci sktadnika losowego charakteryzuje przede wszys-
tkim modele oparte o dane przekrojowe.

m Ogdlny zapis hetereoskedastycznosci sktadnika losowego:

0'% 0 - 0
) .
Var(e) = 0 o ,
0 0 o2

gdzie
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Istota heteroskedastycznosci sktadnika losowego SGH

m Heteroskedastycznosé sktadnika losowego mozna wiaza¢ ze zmiennoscia roli nieob-
serowalnej heterogenicznos$ci (réznorodnosci):

ol £o3 ... op
m Zasadniczo o7 moze w tym przypadku zaleze¢ od zmiennych objasniajacyh, tj. X;:

01'2 = f(z1i, %20, ..., Tha) (36)

gdzie f(-) jest pewna funkcja.

> Kluczowe jest zdiagnozowanie tej zaleznosci oraz proba wytlumaczenia.
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Testowanie heteroskedatycznosci skladnika losowego SGH

Analiza reszt (e:):

m wykresy kwadratéw reszt wzgledem zmiennych objasniajacych,
Testowanie heteroskedatycznoéci skladnika losowego

= test Godfleda i Quandta,

m Test Breuscha i Pagana,

= test White’a.

HETEROSKEDASTYCZNOSC SKLADNIKA LOSOWEGO [RESYANY
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Test Goldfelda i Quandta SGH

m Test Goldfelda Quandta polega na poréwnaniu wariancji w dwéch grupach.
= Kluczowa jest tutaj identyfikacja grup.
> zmienne binarne,
> porzadkowanie (sortowanie) préby wzgledem pewnej (ciaglej) zmiennej objasniajace;j.
m W pierwszym kroku szacowane sa parametry strukturalne modeli dla obu grup
osobno, a nastepnie wyznaczane sg reszty.
m W drugim kroku poréwnywana jest wariancja sktadnika losowego przy pomocy

statystyki F:
SSEi/(N, — K)

SSE>/(N> — K)’
gdzie SSFE; i N; to suma kwadratéw reszt i liczebnosé i-tej podproby. Wariancja
reszt pierwszej podpréby jest wieksza.

F= (37)

m Hipoteza zerowa postuluje brak réznic w wariancji pomiedzy grupami.

m Statystyka F ma rozktad F-Snedecora z N1 — K oraz No — K stopniami swobody.
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Test Breuscha i Pagana SGH

m W tescie Breuscha i Pagana zaklada sie¢ specyficzng zaleznosé:
o} =0’ f (o + aX). (38)

m Pierwszy krok: szacujemy parametry strukturalne i wyznaczamy reszty.

m Drugi krok: obliczamy kwadrat reszt w relacji do ich wariancji w catej prébie, tj.
/6%

m Trzeci krok: regresja pomocnicza, w ktérej zmienna objasniana sa é2 / &%

/6% = a0+ arz1i + ... + arTri + i, (39)

gdzie n; ~ N(0,07). Hipoteza zerowa postuluje brak heteroskedastycznosdci (w
rozwazanej formie):

H:a1=...=ar tj. U?:UQ. (40)

m Statystyka testowa:
LM =nR’ (41)

posiada rozktad x? z k stopniami swobody.
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Test White’a I SGH

m Test White’a jest najogdlniejszym testem pozwalajacym zbadac¢ heteroskedasty-
cznos$é sktadnika losowego.

m W pierwszym kroku szacowane sa parametry modelu:
yi = Bo+ Bix1,i+ ...+ Prxr,i + & (42)

m W drugim kroku, zmienna objasniana sg kwadraty reszt z oszacowanego modelu
(42). Ponadto uwzgledniane sa kwadraty oraz interacje zmiennych objasniajacych
z modelu (42), tj.:

A2

2 2
é = aotoairiit... e+ Prer1®i; o QR Th

F O k4121,5T2,5 + oo F Qg k4 STR—1,iTk,s + i

m Hipoteza zerowa jest homoskedastycznoé¢ sktadnika losowego:
Ho: o7 =0 Hi: ol #0° (43)
m Statystyka testowa:
LM =nR® (44)

posiada rozktad x? z M stopniami swobody (liczba wszystkich wszystkich zmien-
nych objasniajacych w regresji testowej, tj. M = 2k+s) Sa podstawy do odrzucenia
7-[07 jezeli LM jest wieksza od wartosci krytycznej x2.
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Test White’a 11 SGH

m Test White’a jest ogdlny poniewaz szczegdtowa postaé heteroskedastycznosci jest
nieznana. Tym samym, wynik tego testu moze $wiadczyé np. o braku poprawnej
specyfikacji (np. brak uwzglednienia nieliniowosci).
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Macierz projekcji SGH

m Macierz projekcji (projection/hat matriz) P okresla zalezno$é pomiedzy obserwac-
jami empirycznymi a warto$ciami teoretycznym:

y=Py. (45)
m Macierz projekcji w przypadku estymatora MNK:
P=X(X"Xx) x". (46)
m Wybrane wlasno$é macierzy projekcji:

> Symetrycznosé, tj. P = PT.
> Idempotentno$é, tj. PP = P.

METODY EKONOMETRYCZNE [ENUEYe LACJA I HETEROSKED HETEROSKEDASTYCZNOSC SKEADNIKA LOSOWEGO



Odporne estymatory wariancji-kowariancji SGH

m Najczestsze estymatory macierzy wariancji-kowariancji (2) uwzgledniajace heterosked:
czno$é HC (heteroskedasticity-consistent):

homoskedatyczno$é: w; = &2(const),
HCy (White) wi = &,
H01 Wiy = NL—kéE’
é?

HCQ Wi = 1_})7; )

é2
HGs Wi = mpe

52

e’

gdzie p; to diagonalny element macierzy projekcji P, a §; = min (4, p;/p).

METODY EKONOMETR




SGH

Estymator GLS (UMNK)
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Niesferycznosé macierzy wariancji kowariancji sktadnika losowego SGH

m Kluczowy problem:
Var(e) = 0’Q # oI (47)
m Konsekwencje:
» Obciazenie estymatora wariancji-kowariancji Var(,BOLS).
> Niewiarygodno$¢ btedéw standardowych, statystyk testu t-studenta, statystyki testu
liniowych resktykcji.
m Rozwigzania:
> Alternatywna postaé funkcyjna
* Szeregi czasowe: modele autoregresyjne.
* Dane przekrojowe: transformacja logarytmiczna, uwzglednienie pominigtych zmi-
ennych, uzwglednienie nieliniowosci, itp.
» Odporny estymator wariancji-kowariancji.
» Estymator GLS (UMNK).
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Estymator GLS (UMNK) SGH

m Model regres;ji liniowe;j:
y=XpB+e, (48)
gdzie
> y — wektor zmiennej objasnianej,
» X — macierz zmiennych objasniajacych,
> 3 — wektor parametréw strukturalnych,
> ¢ — sktadnik losowy.

METODY EKONOMETR

EsTymMATOR GLS (UMNK)



Estymator GLS (UMNK)

m Model regresji liniowej:
y=Xf+e,
gdzie
> y — wektor zmiennej objasnianej,
» X — macierz zmiennych objasniajacych,
> 3 — wektor parametréw strukturalnych,
> ¢ — sktadnik losowy.

m Estymator GLS (UMNK) — zalozenia:
Q zX)=k+1<n

@ E(Xe) =0
@ E(E)=0
Q@ Var(e) = E(eel) = 020

=E(e
Q s; NN(O,O'z)
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Estymator GLS (UMNK) SGH

m Model regres;ji liniowe;j:
y=XpB+e, (48)
gdzie
> y — wektor zmiennej objasnianej,
» X — macierz zmiennych objasniajacych,
> 3 — wektor parametréw strukturalnych,
> ¢ — sktadnik losowy.

m Estymator GLS (UMNK) — zalozenia:
Q zX)=k+1<n
@ E(Xe) =0
0 E(e)=0
Q@ Var(e) = E(eel) = 020
Q¢ ~ N(O, 0’2)
m Estymator Uogdlnionej Metody Najmniejszych Kwadratéw UMNK (GLS
— generalized least squares):

BGLS _ (XTQAX)*1 XTqu (49)
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Estymator GLS (UMNK) SGH

= Estymator GLS (UMNK):

BGLS _ (XTQAX)*1 XTqu (50)

m Geneza:
BOLS — grg min (y—X8)TQ ! (y - XB). (51)

= Estymator BGLS jest zgodny, nieobciazony i najefektywniejszy przy spelnieniu za-
lozen z poprzedniego slajdu.

> Jezeli Q = I to wtedy BGLS = BOLS.

m Kluczowa jest znajomo$é (2, a wiec macierzy wariancji-kowariancji sktadnika losowego.
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Estymator GLS a transformacja danych SGH

m Kluczowe zalozeniem o macierzy wariancji-kowariancji sktanika losowego jest fakt,
ze €} jest symetryczna pozytywnie zdefiniowang macierza. Wtedy,

Q=CACT, (52)
gdzie C' to macierz wektoréw wlasnych a A to macierz diagonalna, ktérej elementami
sg wartosci wlasne macierzy (2.

m Zdefiniujmy macierz P:
PT =CcAY?, (53)

a wiec w szczegblnosci:
Q'=pP'P (54)
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Estymator GLS a transformacja danych SGH

m Wprowadzmy transformacje elementéw polegajaca na lewostronnym pomnozeniu
przez macierz P, tj. y. = Py, wtedy zapis:

Py = PXp + Pe, (55)
jest tozsamy zapisowi:
NS :X*ﬁ+€*. (56)
m Natomiast wariancja skladnika losowego jest sferyczna (pamietajac, ze Q™' =
PTP):
Var(e.) = PQPT = 6°1. (57)

m Znajac powyzszg transformacje, zastosujemy teraz estymator MNK dla przetrans-
formowanych obserwacji, poniewaz Var(e,) jest sferyczna:

0 = (XIX.) T Xy
(XTPTPX) X"P"Py
(XTQAX)—I XTQAy _ BGLS.
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Estymator FGLS SGH

m Kluczowym praktycznym wyzwaniem jest znajomosé macierzy wariancji-
kowariancji sktadnika losowego o2Q.

m W empirycznych aplikacjach wykorzystywany jest estymator FGLS (feasible gener-
alized squares). Ogdlna idea:

@ Szacujmy parametry modelu MNK. Dzigki wektorowi BOLS uzyskujemy reszty.
@ Na podstawie (i) uzyskanych reszt oraz (ii) zalozenia o strukturze niesfer-
ycznosci skladnika losowego (np. heteroskedastycznos$é lub autokorelacja)

wyznaczamy szacunek macierzy €.
@ Majac macierz €2 mozemy wyznaczy¢ estymator (F)GLS, tj. :

BFGLS — (XTQ 1X) ™ XTQ 1y, (58)

... lub zastosowaé¢ odpowiednia tranformacje danych.
m Rozszerzeniem estymatora FGLS jest iterowany estymator FGLS.
» Transformacja wynikajaca z estymatora GLS jest stosowana wielokrotnie do momentu
spelnienia pewnego kryterium (np. brak autokorelacji).
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SGH

Metoda Cochrane’a -Orcutta
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Metoda Cochrane’a -Orcutta I SGH

m Metoda Cochrane’a -Orcutta polega na wykorzystaniu estymatora FGLS w przypadku
autokorelacji sktadnika losowego pierwszego rzedu.

m Model regresji liniowej dla szeregéw czasowych:
ye = XeB + et (59)
m Autokorelacja sktadnika losowego pierwszego rzedu AR(1):
et = pet—1 + e (60)
gdzie n ~ N(O,U%), E(n) = 0 oraz Var(n)? = IO‘%. Zakladamy réwniez, ze |p| < 1.

m Przy takich zalozeniach, macierz wariancji-kowariancji skladnika losowego nie jest diago-

nalna:
1 p 2 !
2 | oA L0 e
o, n—
Var(et) = 1 < P P ! P :0,279.
—p . . . . .
pn‘—l pn.—2 pn.—3 . 1
m Macierz odwrotna do macierzy €2:
1 —p 0 0
—p 1+4+p2  —p .. 0
01— 0 —p 1+ p2 - 0
0 0 0 o ol P
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Metoda Cochrane’a -Orcutta II SGH

m Korzystajac z dekompozycji macierzy Q~! = PT P, otrzymujemy nastepujaca macierz P:

V1-p2 0 0 ... O
1

m Powyzszy zapis sugeruje nastepujaca transformacje (dla ¢ > 1):
Yyt — pyt—1 = Xt — pXt—18 + nt. (61)

m Transformacja ta zmniejsza liczebno$é obserwacji wykorzystywanych w prébie. Prozsz-
erzeniem metody Cochrane’a-Orcutta jest metoda Praisa-Winstena, z godnie z ktéra pro-
ponowana jest nastepujaca tranformacja dla ¢t = 1 (pierwszej obserwacji):

V1= 92y = /1 p2X18 + .. (62)

m Oszacowanie wspélczynnika autokorelacji pierwszego rzedu (p) mozna wyznaczyé na pod-
stawie reszt z modelu, ktérego parametry szacowano MNK.

m Powyzsza transformacja jest nazywana quasi réznicowaniem quasi-differencing. Przypom-
inajac operator opéznien Ly; = yi—1, dla t > 1 mamy:

ye (1 — pL) = (1 — pL) X¢B + ns, (63)

a operator réznicowania jest definiowany jako Ays = (1 — L)yz.
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Wazona MNK i FGLS I SGH

= Wazona Metoda Najmniejszych Kwadratéw WLS (weighted least squares)
jest szczegblnym przypadkiem estymatora GLS, ktéry jest wykorzystywany w przy-
padku heteroskedastycznosci sktadnika losowego.

m W przypadku heteroskedastycznosci sktadnika losowego, macierz wariancji-kowariancj
jest nastepujaca:

o2 0 0
2
Var(e) = 0 o ,
0 0 o2

a samyg wariancje sktadnika losowego mozemy zapisa¢ jako:
g 12 = Wio 2 (64)

wtedy macierz wariancji-kowariancji mozna zapisac:

wi 0 ... O
Var(e) = 0%2Q = o2 0 w2
0 0 Wn
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Wazona MNK i FGLS II SGH

m Stosujac estymator GLS
AOES — (xT'x) T X"y (65)

mozemy zuwazyé, ze nieznana macierz Q! to macierz zawierajaca elementy w; na
przekatnej (weights):

L 0 0
1
1
ol-| 0 =
0 o L

wn
m Kluczowe jest zdefiniowanie macierz P, a wiec macierzy transformacji GLS. Pamie-

tajac, ze Q7' = PT P tatwo pokazaé, ze taka macierza dla estymatora WLS mozna
zapisaé¢ nastepujaco:

1
v 0
1
P= 0 Vs
0 0 L
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Wazona MNK i FGLS III SGH

m Powyzsze wlasnosci (macierz P) implikuja nastepujaca transformacje danych:

i
Yix Joi (66)

a nastepnie mozliwoé¢ zastosowania estymatora OLS dla nastepujacego modelu:

Yo = XuB3 4 1. (67)

m Intuicja: w estymacji wazona MNIK nizsze wagi (znaczenie) beda otrzymywad jed-
nostki charakteryzujace sie wyzsza wariancjg skltadnika losowego.
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Wazona MNK a wybér wag SGH

m Kluczowym zalozeniem estymatora WLS jest fakt, ze znamy wagi wynikajace z
ponizszej zaleznosci
o7 = wio’. (68)

m Jednak w aplikacjach empirycznych zazwyczaj nie znamy wag, tj. \/w;. Dlatego,
kluczowe jest zrozumienie problemu heteroskedastycznosci odpowienio wyznaczy¢
wagi.

m Popularne strategie wyznaczania wag:

@ Zalozenie o zaleznoéci pomiedzy o; a x;;, czyli pewng zmienng objaéniajaca. Np.

02 = o2z, (69)

wtedy wagami sg naturalnie 1/,/T;;.
@ Uwzglednienie réznic pomiedzy grupami. Procedura jest nastepujaca:

* Identyfikujemy K grup. Kazda jednostka/obserwacja powinna by¢ przyporzadkowana
doktadnie do jednej grupy.

* Dla kazdej grupy szacujemy parametry strukturalne (MNK) a nastgpnie wyznaczamy
wariancje wariancje sktadnika losowego, tj. &f bedzie taka sama dla wszystkich jed-
nostek przynalezacych do pewnej grupy.

* Wagami w estymatorze WLS beda zatem 1/6;.
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Estymator FGLS w przypadku heteroskedastycznosci SGH

m W przypadku heteroskedastycznosci mozna rozwazy¢ bardziej elastyczng zaleznosé
miedzy wariancjg sktadnika losowego o? a zmiennymi objagniajacymi (z). Wtedy
mozliwe jest zastosowanie estymatora FGLS. Ogoélna procedura jest nastepujaca:

Oszacuj parametry rozwazanego modelu MNK.

Na podstawie oszacowan z poprzedniego punktu wyznacza kwadraty reszt, é?.

Rozwaz model pomocniczy, w ktérym zmienng obaj$niana sa é? (lub logarytm natu-

ralny In é?) a zmiennymi objaéniajacymi z. Oszacuj parametry takiego modelu MNK.

Wyznacz wartosci teoretyczne na podstawie oszacowan z poprzedniego punktu, tj. 2e?.

006 o000

Wykorzystaj \/% jako wagi w estymatorze WLS, a wiec przeprowadz transformacje
wykorzystujac (dzielac przez) es.

m Zazwyczaj zaleznoéé miedzy o a x; ma charakter multiplikatywny. Przyktadowe
zalozenia o zaleznoéci miedzy o2 a z;
> [Przyklad #1] zalozenie 02 = o2a]} 2]? bedzie implikowaé nastepujaca postaé regresji
pomocnicznej:
é? =0 + v Inwi; + 1 Inwo, + ;. (70)

Y2T24

177%") bedzie implikowaé nastepujaca

> [Przyklad #2] zalozenie 0‘.2 = 0'2 eXP(’71 +x

3
postaé regresji pomocnicznej:

Iné? = yo +viz1s + V1w2s + 740 (71)
> [Przyklad #3] wykorzystaé § i 92 zamiast .
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Uwagi ogdlne SGH

m Testowanie liniowych restrykcji ma sens jezeli korzystamy z tych samych wag.

m Co jezeli oszacowania WLS i OLS sa statystycznie rézne, tj. charakteryzuja sie
przeciwnymi znakami?

m Czy R? ma interpretacje?
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