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SGH

m Dla jednoréwnaniowego modelu liniowego:
y=XB+e¢, (1)
estymator MNK (OLS) przyjmuje postaé:
BOLS _ (XTX)—I XTy. (2)
m Estymator wariancji-kowariancji mozna zapisaé jako:
Var(8°"%) = S2(X"X) ™, (3)
gdzie wariancja sktadnika losowego mozna oszacowaé jako S2:

ele _ SSE(BOL%)
n—(k+1) df

S? =

gdzie SSE(B°L%) to suma kwadratéw reszt, a df to liczba stopni swobody.
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Twierdzenie Gaussa -Markowa SGH

Zalozenia:
Q@ rz2(X)=k+1<n
Q E(Xe)=0
Q@ E()=0

@ Var(e) = E(eeT) = Io?
Q¢ ~ N(Oa 02)

Twierdzenie Gaussa - Markowa

Estymator B uzyskany Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratéw jest
estymatorem BLUE [best linear unbiased estimator], tj. zgodnym,
nieobciazonym i najefektywniejszy w klasie liniowych estymatoréw wektora .

m nieobcigzonoéé, czyli: IE(BOLS) =0

m najefektywniejszy, czyli posiadajacy najmniejsza wariancje w swojej klasie
A0LS

n—oo/~n

m zgodny, czyli: plim
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Goodness-of-fit
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Goodness-of-fit SGH

m Miary dopasowania (goodness-of-fit) pozwalaja ocenié¢ stopienn dopasowania
wartoéci teoretycznych wynikajacych z oszacowan modelu ekonometrycznego do
danych empirycznych.

m Miary dopasowania (goodness-of-fit) nie stanowia formalnego kryterium
jakosci modelu.

m Przyktadowe miary dopasowania dla jednoréwnaniowego liniowego modelu ekonom-
etrycznego:

> R2,
> skorygowany R2,
> kryteria informacyjne.
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Wsp6lezynnik determinacji R? 1 SGH

m Wspétezynnik determinacji R? jest wynikiem dekompozycji Iacznej obserwowanej wari-
ancji/zmiennosci SST (total variance).:

N
SST=Y (-9’ =-9" -9 (5)
1=1

gdzie § (¥) to Srednia warto$é (wektor z $rednig wartoscig).

m Punktem wyjscia jest liniowy model:

y=XB+e, (6)
m oszacowania parametréw [ pozwalaja wyznaczyé wartosci teoretyczne (§) oraz reszty (€):
y=XB+é=y+eé (7)

m Wykorzystujac powyzszy fakt i definicje tacznej wariancji/zmiennosci (SST):
SST=@F+e-9)" F+e-9)=F-9" -y +e’e+20-9"e (8
= (9 —9)7 (9 — ) to laczna zmiennoéé wartosci teoretycznych (SSR), tj. wynikajacych z
oszacowan oraz zmiennosci zmiennych objasniajacych.
m Jezeli modeli liniowy zawiera wyraz wolny to wtedy (§ — S/)T é=0.

m &Té to suma kwadratéw reszt (SSE). Ostatecznie:

SST = SSR + SSE. (9)
~—~ ~ ~
Total Regression  Errors
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Wspélezynnik determinacji R? 11 SGH

m Wspélczynnik determinacji R? stanowi zatem relacje zmiennosci wyjasénionej (SSFE)
do zmiennosci lgcznej (SST) :
o N . \2
s SSR_ Y, (-7
= ==
SST N (y—9)
a z dekompozycji tacznej wariancji (SST) moze zosta¢ wyrazony prrzy pomocy zimien-
nosci reszt:

(10)

RR—1-21 (11)
SST
m Charaterystyki R?:
» R?2c(0,1)
» R? faworyzuje modele z wicksza liczba zmiennych egzogenicznych
> konstrukcja R? opiera si¢ o uwzglednienie wyrazu wolnego w modelu.

GOODNESS-OF-FIT

ESTYMATOR MNK — UZUPELNIENIA

METODY EKONOMETR



Niescentrowany wspotczynnik R%; SGH

m W przypadku, gdy w specyfikacji modelu ekonometrycznego nie uwzgledniono wyrazu
wolnego, wspélczynnik R? moze przyjmowaé wartosci powyzej jednosci.

m Rozwigzaniem tego problemu jest niescentrowany R%:

T

ee
Ry =1- " 12
N yyT (12)

> e - wektor reszt.

» y - wektor obserwacji zmiennej endogenicznej.

» W poréwnaniu ze standardowym R? obserwowana zmiennoéé nie jest zcentrowana
woko6l wartosci éredniej, tj. yy? .

m R% €<0,1>

m Interpretacja: wicksza wartosé R% oznacza wicksza rola zmiennych egzogenicznych
w wyjasnianiu zmienno$ci zmiennej objasniane;j.
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Skorygowany wspéiczynnik R? SGH

Wspétezynnik determinacji R? zawsze bedzie faworyzowal modele z wieksza
liczbg zmiennych.

m W poréwnaniu z podstawowym wspdtczynnikiem R?, skorygowany wspo6tczyn-
nik R? uwzglednia réwniez liczbe stopni swobody:

— k

R*=R*— m(1 - R? (13)
m Skorygowany wspélczynnik R? przyjmuje zazwyczaj nizsze wartosci:
R’ <R’ (14)
w szczegoblnosci mozliwe jest przyjmowanie wartosci ponizej 0.
m Skorygowany R? jest pozbawiony standardowej interpretacji.
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Kryteria informacyjne SGH

m Kryterium Akaike’a (AIC) jest miernikiem, ktéry uwzglednia zaréwno dopasowanie do
obserwacji (funkcja wiarygodnoéci) oraz liczbe stopni swobody:

n
B 1 5 20k + 1)
AIC = In Z €2 + = (15)
i=1 ~—
— liczba stopni swobody

funkcja wiarygodnosci
gdzie n to liczba obserwacji, k + 1 to liczba oszacowanych parametréow oraz e; to reszta dla
i-tej obserwacji.
= Bayesowskie kryterium Schwarza (BIC) jest miernikiem, ktéry uwzglednia zaréwno
dopasowanie do obserwacji (funkcja wiarygodnosci) oraz liczbe stopni swobody:

n
1 (k+1)In(n)
BIC = In — E 2 AL Ak A 16
n - e; + " (16)
i=1
liczba stopni swobody
funkcja wiarygodnosci

gdzie oznaczenia jak w przypadku AIC.

m Kryteria AIC i BIC maleja wraz ze wzrostem funkcji wiarygnosci oraz rosna wraz ze
wzrostem liczby parametrow.

m Kryteria AIC i BIC nie posiadaja interpretacji i sa wykorzytywane do poréwnania dopa-
sowania modeli.
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Mierniki dopasowania modelu ekonometrycznego do danych SGH

Miernik H Opis

R Ogdlny miernik, interpretacja, roénie wraz z liczba zmien-
nych

Niescentrowany R? || model bez wyrazu wolnego

Skorygowany RZ uwzglednia korekte na liczbe zmiennych, poréwnanie modeli

Kryterium AIC uwzglednia korekte na liczbe zmiennych, poréwnanie modeli

Kryterium BIC uwzglednia korekte na liczbe zmiennych, poréwnanie modeli;
BIC < AIC

Powyzsze mierniki kwantyfikujg jedynie dopasowanie modelu do
obserwowanych danych. Wspomniane dopasowanie do danych ma
charekter informacyjny i nie stanowi gléwnego kryterium w wyborze
modelu.
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH

Kwartet Anscombe’a to przyklad czterech zbioréw danych z dwoma zmiennymi x
iy.

» Srednia z: 9.

m Srednia y: 4.1.

m Wariancja y: 7.5,

m Wariancja x: 11.

m Wspdblczynnik korelacji: 0.816

m Réwnanie regresji z oszacowanymi parametrami:
y =3+ .5z, (17)

a R? wynosi 0.63.
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH
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Przyktad: kwartet Anscombe’a

SGH
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH
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Przyklad: kwartet Anscombe’a SGH
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Whioskowanie statystyczne
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Whioskowanie statystyczne SGH

m Wnioskowanie statystyczne (statistical inference) pozwala na generalizacje
wynikéw estymacji pewnych cahrakterystyk uzsykanych na podstawie caltej préoby
na cala populacje.

m Wnioskowanie statystyczne obejmuje:

> Estymacje nieznanych parametrow.
* Estymacja parametryczna
— bazuje na zalozeniu o rozkltadzie prawdopodobienstwa.
* Estymacja nieparametryczna
— brak zalozen o rozkladzie prawdopodbienstwa.
* Estymacja semiparametryczna.
» Weryfikacje hipotez statystycznych.
m Wnioskowanie statystyczne mozna oprzeé¢ m.in na:
» Podejsciu czestosciowym.
» Podejsciu bayesowskim.
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Blad I i II rodzaju a p-value SGH

m Zgodnie z zasadami wnioskowania statystycznego mozna wyrézni¢ dwa ryzyka wynika-
jace z wykorzystania testéw statystycznych, ktérych konstrukcja opiera si¢ na klarownie
sformutowanych hipotezach: zerowej (Ho) oraz alternatywnej (H1):

Blad pierwszego rodzaju J

to odrzucenie Hg, ktéra w rzeczywistosci jest prawdziwa.

Blad drugiego rodzaju J

to przyjecie Ho, ktéra w rzeczywistosci jest falszywa.
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SGH

Rozmiar i moc testu

m Rozmiar testu (size of test) to prawdopodobienistwo (btednego) odrzucenia hipotezy
zerowej jezeli jest ona prawdziwa.

a = Pr (odrzucenie Ho|Ho) (18)

» Rozmiar testu to inaczej prawdopodobienstwo popelnienia btedu I rodzaju.

m Moc testu (power of test) to prawdopodobienistwo (poprawnego) odrzucenia hipotezy
zerowe]j jezeli prawdziwa jest hipoteza alternatywna.

B = Pr (odrzucenie Ho|H1) (19)

> Moc testu to inaczej dopelnienie prawdopodobienstwa popelnienia btedu II rodzaju.
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p-value SGH

m W pakietach ekonometryczno-statystycznych szeroko stosowane jest p-value (prob-
ability value), ktére mierzy prawdopobienstwo btedu pierwszego rodzaju.

m W praktyce ekonometrycznej nie rozwaza si¢ minimalizacji obu ryzyk i wnioskowanie
statystyczne jest najczesciej przeprowadzane na podstawie analizy prawdopodobieristw
btedu pierwszego rodzaju.

m Poziom krytyczny oznacza arbitralnie wybrany poziom prawdopodobienstwa btedu

I rodzaju, ktéry mozna uznaé za akceptowalny. Najczesciej jest rowny: 0.01, 0.05
lub 0.1.
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SGH

Statystyczna istotnosé oszacowan
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Test t-Studenta SGH

m Test t-studenta pozwala zweryfikowaé istotnos¢ oszacowania parametru dla kazdej
zmiennej objas$niajacej (z;) osobno, tj.:

Ho:ﬂjzo ’H1Zﬁj#0 (20)

m Statystyka testowa:

~

_ B
S(5:)

gdzie B]’ to oszacowanie punktowe parametru 3;, a S(ﬁl) to btad szacunku.

(21)

J

m Statystyka testowa testu t-studenta jest odwrotnoscia wzglednego bledu szacunku.

m Wartoéci krytyczne pochodza z rozktadu t-studenta i mozna je uzyskac dla okreslonej
liczby stopni swobody (df = n — (k + 1)) oraz przyjetego poziomu kryty-
cznego ().

m Jezeli |t;] > t%:2/2 _ to mamy podstawy do odrzucenia Ho na rzecz Hi.

m Jezeli |t;| < t%*/2 - to nie ma podstaw do odrzucenia Ho na rzecz Hi.
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Test Walda SGH

m f.gczna istotnosé oszacowan parametrow moze byé weryfikowana przy pomocy testu
Walda, tj.:
H()Z Blzﬂzzn.:ﬂk =0 (22)
Ha Jieq,.. k3B #0 (23)
m Statystyka testowa:
R?*/k
F = 24
A=)/~ (h+ 1) 24
m Statystyka testowa F ma rozklad F-Snedecora z r1 = k oraz r2 = n — (k + 1)

stopniami swobody.
m Jezeli F > F™"% - to mamy podstawy do odrzucenia Ho na rzecz Hi.

m Jezeli F < F""% _to nie ma podstaw do odrzucenia Ho na rzecz Hi.
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MNK z ograniczeniami
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MNK z ograniczeniami SGH

m Test Walda umozliwia przede wszystkim szersze testowanie restrykcji liniowych.
Ho:RxB=gq (25)

Macierz restrykcji R jest wymiaréw r X (k+1), gdzie r to liczba restrykcji. Restrykcje sg za-
pisywane wierszowo, a test Walda pozwala na weryfikacje koniunkcji wszystkich restrykeji.

m Statystyka testowa:

SSE(BR) — SSE(f
S (SSE@R) ~ SSE@)/r 26)
SSE(B)/(n — (k+1))
ma rozklad F-Snedecora z r1 = r oraz ro =n — (k + 1).
SSE(BR) - jest sumg kwadratéw reszt modelu z restrykcjami;

SSE(pB) - jest suma kwadratéw reszt modelu bez restrykceji;
m Przyklady wykorzystania testu Walda:

» Weryfikowanie restrykeji ekonomicznych.
» Test pominigtych zmiennych.
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Przyklady zapisu macierzowego w tescie liniowych restrykcji Walda SGH

m Przyklad #1: test Walda na istotnos$¢ zmiennych w modelu:

o 1 0 ... O 0
o o0 1 ... 0 0
R = L . oraz q=
o 0 0 ... 1 0
m Przyklad #2: zalézmy, ze mamy cztery zmienne egzogeniczne oraz
Q 51 =03
Q B=v
Q B1+pBs=1.
Wtedy:
0 1 0 -1 0 0
R=|0 0 1 0 O oraz q= | Vv
010 0 1 5
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MNK z restrykcjami liniowymi — wyprowadzenie I

SGH

m Punktem wyjscia jest minimalizacja sumy kwadratéw reszt jednak przy pewnych

ograniczeniach:

min SSE(B%) = min(y — X8)" (y — X8)
p-w. RB =q.

m Funkcja Lagrange’a:

LB, =(y—XB)" (y —XB)+2X" (RB - q).

m Warunki pierwszego rzedu na optymalizacje (minimalizacje):
9L _oXT(y - XB) + 2R"A =0,
op
oL
I (RB—q)=0

m Po uproszezeniu otrzymujemy nastepujacy (macierzowy) uklad réwnan:

RS
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SGH

MNK z restrykcjami liniowymi — wyprowadzenie 11

m Zatem rozwigzanie tego uktadu réwnan bedzie zawieraé estymator RLS (restricted

least squares):
AR = O _ (XTX) ' RT [R (x™x)"" RT} TR ), @33)

a towarzyszaca wariancja wynosi:
—1

Var(®) = o* (X™X) ' - (X"X) ' R” [R (xTx)‘lRT} R(XTX)"" (34)

MNK Z OGRANICZENIAMI

ESTYMATOR MNK — UZUPELNIENIA
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Testowanie restykcji SGH

m Statystyka F ma rozkltad F-Snedecora z r1 = r oraz ro = n — (k + 1) stopniami
swobody.

5 _ (SSE(BT) — SSE(B))/r (35)
SSE(B)/(n — (k+ 1))

ma rozktad F-Snedecora z r1 = r oraz r2 = n — (k+ 1).

SSE(BR) - jest suma kwadratéw reszt modelu z restrykcjami;
SSE(p) - jest suma kwadratéw reszt modelu bez restrykceji;

m Ogolniejsza statystyka W:
W=rF (36)

m ma rozktad x? z r stopniami swobody.
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SGH

Wspoétliniowosé
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SGH

‘Wspélliniowosé deterministyczna to sytuacja, w ktérej jedna ze zmiennych objasniaja-
cych moze zostaé przedstawiona jako kombinacja liniowa pozostatych regresoréow. Woéwczas
niemozliwe jest uzyskanie estymatora OL5.

Wspélliniowos$é stochastyczna polega na wysokiej zaleznosci statystycznej pomiedzy
zmiennymi objasniajacymi.

Problem wspélliniowosci (stochastycznej) moze powodowaé zwigkszenie wariancji esty-
matora MNK (zmniejszenie efektywnosci).

Wspétliniowo$¢ moze zostaé zidentyfikowana przy pomocy czynnika inflacji wariancji
CIW (ang. Variance Inflation Factor). Dla kazdej ze zmniennych objasniajacych
konstruowany jest model z;, w ktérym zmienng objaéniang jest ona sama, a zmiennymi
objaéniajacymi pozostale zmienne z wyjSciowego zbioru regresoréw, czyli:

Vies—{j3j = Po + Prz1+ ...+ By +e (37)
Dla kazdego modelu jest obliczany wspétczynnik determinacji R?, a nastepnie CIW;:
1
CIW; = ——— 38
e (39)

Wartoéci CIW powyzej 10 sugerujg problem wspétliniowosci. Wtedy R? z regresiji
pomocniczej jest wieksze od 0.9.
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Wspotliniowos$é— rozwigzanie SGH

W przypadku wspotliniowosci kluczowa jest identyfikacja zrédet tego problemu, tj.
czy wynika z jakosci danych czy tez specyfikacji modelu ekonometrycznego. J

m Brak zmian.

m Usuniecie zmiennych wspétliniowych zmiennych objasniajacyh.
Usuniecie zmiennych objasniajacych z specyfikacji modelu moze doprowadzié¢
do obcigzenia oszacowan parametréw uzyskanych MNK.

m Transformacja zmiennych objasniajacych.

m Wykorzystanie regresji grzbietowej (ridge regression):
BRIDGE _ (XTX + )\I)—IXTy (39)

gdzie X to skalar a I to macierz jednostkowa.
Estymator regresji grzbietowej fRIPCF jest obcigzony, ale posiada mniejszg
wariancje (jest bardziej efektywny) niz 595,

METODY EKONOMETRYCZNE ESTYMATOR MNK — UZUPELNIENIA WSPOLLINIOWOSC




SGH

Normalnos$é rozkladu sktadnika losowego
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SGH

m Normalnos$é rozkladu skladnika losowego nie jest wymagana wlasnoscia sktad-
nika losowego, ale umozliwia korzystanie z testéw statystycznych weryfikujacych
pozostate wtasnosci sktadnika losowego.

m Badanie normalnosci sktadnika losowego:

> histogram reszt,
> testy statystyczne, np. test Jarque’a-Berry.

METODY EKONOMETRYC 'UPELNIENIA NORMALNOSC
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SGH

m Test Jarque’a-Berry jest najpopularniejsza metoda w weryfikacji normalnosci sktadnika
losowego. Statystyka tego testu opiera si¢ na kurtozie i skosnosci reszt:

1

JB = g(s2 + Z(K —3)?) (40)

gdzie S i K to odpowiednio estymatory sko$nosci oraz kurtozy skladnika losowego:
1 1
- 5 (ei —&)° - E (ei —&)*
n & n &=
= 11_1— oraz K = ;_1— -3 (41)
1 9.3 1 9\ 2
ESPCRDE A3 (e-22)
n n
i=1 i=1
m Hipoteza zerowa jest normalno$é sktadnika losowego:

Ho : e ~ N(0,02?)

m Wartoéé statystyki testowej ma rozklad x? z dwoma stopniami swobody. Jezeli wartogé
JB jest wieksza od wartoéci krytycznej z rozkladu x2 to sa podstawy do odrzucenia Ho.

S

m Odrzucenie hipotezy zerowej uniemozliwia korzystanie z testéw statystycznych. Ale w
przypadku duzej préby, wlasnosci asymptotyczne testéw nadal sa pozadane.
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