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Zaliczenie przedmiotu SGH

= Raport opisujacy badanie ekonometryczne: 50%.
s Egzamin: 50%.

m Brak raportu oznacza ocene niedostateczna.
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Problematyka zaje¢ SGH

@ Metoda najmniejszych kwadratéw.
@ Uogdlniona metoda najmniejszych kwadratéow.
@ Metoda zmiennych instrumentalnych.

@ Modele wieloréwnaniowe.
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SGH

Wprowadzenie

METODY EKONOMETRYCZNE WPROWADZENIE



Czym jest ekonometria? SGH

Ekonometria to zbiér metod statystycznych i matematycznych pozwalajacych na
empiryczng weryfikacje teorii ekonomicznej.

Inaczej

Ekonometria pozwala na pomiar sity (istotnosci) i kierunku zjawisk i proceséw
ekonomicznych.
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Model ekonometryczny SGH

Zalézmy, ze zmienna y jest funkcja x1, x2, ..., Tk, t. ze
y=F (x1,22,...,%k) (1)

Zauwazmy, ze réwnanie (1) okresla funkcje deterministyczng. Wprowadzmy,
element losowy, tj. e:

y:f($17l‘2,.‘.,l'k,6) (2)

Szczegdlnym przypadkiem (1) jest liniowa postaé. Wtedy mowa o modelu regresji
liniowej:

y=Po+ bix1 + Pax2 + ... + Brxr + € 3)
gdzie:
® y — zmienna objasniana.
® z1,...,2 — zmienne objasnianajace, (egzogeniczne).
m f1,...,08r — parametry strukturalne modelu.

m (o — wyraz wolny.

m ¢ — skladnik losowy.
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Dane empiryczne SGH

m Dane eksperymentalne i nieeksperymentalne (ezperimental and
nonezxperimental data).

m Dane przekrojowe (cross-section data), szeregi czasowe (time series) oraz dane
panelowe (panel data).

m Dane mikroekonomiczne oraz makroekonomiczne.
m Przyplywy (flow) i stany (stock).

m Dane iloSciowe (quantitative) i jakosciowe (qualitative)

Konsekwencje

Rodzaj danych ma znaczenie w wyborze zaréwno i) postaci funkcyjnej oraz ii)
metody estymacji.
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Etapy prac badawczych SGH

@ Sformulowanie celu badawczego i/lub hipotez badawczych.

Wybér modelu ekonomicznego.

@ Kolekcjonowanie danych i wyboér odpowiednich metod ekonometrycznych lub statysty-
cznych.

@ Szacowanie nieznanych parametréw w celu odpowiedzi na kluczowe pytania badawcze
lub realizacji celéw badawczych.

@ Weryfikacja zasadnosci zalozen wykorzystanych w procesie estymacji.
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SGH

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna

METODY EKONOMETRYCZNE RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA I STATYSTYKA MATEMATYCZNA



Zmienna losowa SGH

Zmienna losowa (random variable)

jest zmienna, ktérej wartosci sg nieznane dopdki nie jest obserowana.
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Zmienna losowa SGH

Zmienna losowa (random variable)

jest zmienna, ktérej wartosci sg nieznane dopdki nie jest obserowana.

m Dyskretna zmienna losowa — przyjmuje wartosci z ograniczonego i
przeliczalnego zbioru potencjalnych wynikow.

= Binarna zmienna losowa — przyjmuje wytacznie wartosci 0 lub 1.

m Ciagla zmienna losowa — przyjmuje dowolne wartosci (lub z pewnego
zakresu).
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Funckja gestosci SGH

= Rozklad prawdopodbienstwa (probability density function, pdf) dla zmien-
nej losowej opsiuje potencjalne wyniki oraz towarzyszace im prawdopodobienstwa.

m Rozklad prawdopodbienstwa pdf dla dyskretnej zmiennej losowej X :
f(z) = P(X = =), (4)
i fa) = 1.

m Poniewaz dla ciaggtej zmiennej losowe P(X = z) = 0 pdf wykorzystuje si¢ funkcje
gestosci, ktéra jest okreslona dla pewnego zbioru.

b
Pla< X <b)= / f(z)de, (5)

i ffooo flx)dx = 1.
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Dystrybuanta rozkladu prawdopodobieristwa SGH

m Dystrybuanta rozkladu prawdopodobienstwa (cumulative distribution func-
tion, cdf) jest alternatywna miara opisu potencjalnych wynikéw wraz z towarzysza-
cym im prawdopodobienstwami. Dla dowolnej stale = dystrybuanta jest zdefin-

iowana nastepujaco:
F(z) = P(X < x). (6)

» W przypadku dyskretnych zmiennych losowych, dystrybuanta cdf to po prostu suma
pdf dla wszystkich z; (spelniajacych odpowiedni warunek).
> Dla ciagglej zmiennej losowej, F'(z) jest powierzchnia pdf na lewo od punktu z.

m Dystrybuanta rozktadu prawdopodbienstwa jest przydatna w obliczaniu prawdopodob
W szczegdlnosci,
PX>z) = 1-P(X<z)=1-F(a), (7
Pla< X <) F(b) — F(a). (8)
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Rozktad taczny, brzegowy oraz warunkowy I SGH

m Rozklad laczny (joint probability density function zawiera informacje zwiazana
z potencjalnymi wynikami (przynjamniej dwoch) zmiennych losowych oraz towarzysza,
cym im prawdopodobienstwom. Dla zmienncyh dyskretnych:

i dla zmiennych ciagtych:

b d
Pla<X <be<X<d)= / / F (e, y)dyde. (10)

m Rozklad brzegowy marginal distribution pozwala uzyskaé¢ informacje o indy-
widualnym rozktadzie prawdopodbienistwa zmiennej losowej (ponizej dla X):

fx(@)=P(X =2) = f(a.y). (11)

m Warunkowy rozklad prawdopodobienstwa (conditional distribution) jest
rozktadem prawdopodbienistwa zmiennej Y w przypadku, gdy znana X jest znane:

faly) = P(Y = y|X = 2) = L&Y (12)

fx(z)
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Rozktad taczny, brzegowy oraz warunkowy II SGH

m Zmienne losowe sg niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy rozktad taczny prawdopodobiens
jest réwny iloczynowi indywidualnych rozktadéw prawdopodobieniétwa pdfs. Przyktad-
owo, dla dwéch zmiennych losowych:

flx,y) = fx(x)fr(y). (13)
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Wartoéé oczekiwana I SGH

m Warto$é oczekiwana (expected value, expectation) zmiennej losowej X jest
$rednia wazona (rozkladem prawdopodobientwa) wszystkich potencjalnych wynikéw
X.

m Warto$¢ oczekiwana dla zmiennej dyskretnej X:
E(X) =Y Xif (), (14)
gdzie f (x) jest rozkladem prawdopodobienstwaX .

m Warto$¢ oczekiwana jest réwniez nazywana Srednia z populacji (population
mean) (# $rednia z préby (sample average)).

Warto$é oczekiwana dla zmiennej ciagtej X:

m Wiasnosci wartosci oczekiwanej

@ Dla dowolnej stalej c:
E(c) =c. (16)
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Wartoéé oczekiwana 11 SGH

@ Dla dowolnych statych a i b:

E(aX +b) =aE (X) +b. 17)
© Dla dowolnych statych aq, ..., ap i zmiennych losowych X7, ... Xg:
k k
B> axi | =) B (X)), (18)
i i

i jezeli a; = 1 dla wszystkich ¢ wtedy warto$é¢ oczekiwana sumy jest sumag wartosci
oczekiwanych.
@ Dla funkcji tworzacej nowa zmienng losows g(-):

k
E(9(X)) = Y _ g(@:)fa(ws), (19)
7
i w przypadku ciaglej zmiennej losowe;j:

E(9(X)) = / 9(xi) fa (i), (20)

o0
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Wartoéé oczekiwana I1T SGH

m Warunkowa warto$é oczekiwana (conditional expected value) jest wartodcia
oczekiwana X w przypadku gdy Y jest znane. Dla dyskretnych zmiennych losowych:

k
E(X|Y =y) = szf(wuy) (21)

METODY EKONOMETR
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Wariancja & Kowariancja I SGH

m Wariancja (variance) mierzy stopienn zmiennosci (variability) zmiennej losowej:
Var(X) =E [(X — n)?], (22)

where E(X) = p.

Wariancja jest zazwyczaj oznaczana jako o (lub o% for X).

Alternatywnie, wariancje zmiennej losowej mozna zapisaé jako:
Var(X) = E(X?-2Xp+p®) =E(X?) — 2uE(X) — p°
E(X?) - p?.

m Dla dowolnych stalych wartosci a i b:

Var(aX +b) = a*Var(X). (23)

Odchylenie standardowe (standard deviation, sd)jest pierwiastkiem wariancji
sd(X) = \/Var(X) (24)
m Dla dowolnych statych a i b:
Var(aX +bY) = a’Var(X) 4+ b*Var(Y) + cov(X,Y). (25)
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Wariancja & Kowariancja IT SGH
m Kowariancja (covariance) mierzy zaleznosé¢ pomiedzy zmiennymi losowymi:
cov (X,Y) = E[(X — px) (Y — py)], (26)

where E(Y) = puy 1 E(X) = pux.
m Kowariancja pomiedzy X i Y jest rowniez oznaczana jako oxy.

m Kowariancja moze zostaé alternatywnie zapisana jako:
E[(X — pux) (Y — )| E[X (Y — poy)]
= E[(X —pux)Y]=E(XY) — pxpy
m Gdy X i Y sg niezalezne to cov(X,Y) =01 E(XY) =E(X)E(Y).
m Na podstawie kowariancji trudno oceni¢ site zaleznosci pomiedzy zmiennymi losowymi.

Korelacja correlation (p) uwzglednia potencjalne réznice w wariancji zmiennych
losowych:

cov (X,Y)

o cov(X,Y) _ Oxvy ’ (27)
var(X)y/var(Y) 0x0y

and p €< 0,1 >.
m Dlasze wlasnosci wariancji:
Var (aX +bY) = a’Var(X)+b"Var (V) + 2abCov (X,Y), (28)
Var (aX —bY) = a’Var(X)+bVar (Y) —2abCov (X,Y). (29)
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Wiasnosci estymatora SGH

= Estymator 0 jest funkcja zmiennej losowej (zmiennych losowych) oraz préby (danych
empirycznych) majaca na celu pomiar (empiryczny) parametru 6.

m Nieobciazono$é (unbiasedness) estymatora:

E(0) =60 lub Bias(0) =E () —0=0, (30)

gdzie Bias (é) to obcigzenie estymatora.

m Wariancja estymatora 6:
var (0) =E[(0-E(5)] . (31)

wariancja moze stuzy¢ jako miara efektywnosci estymatora.

m Zgodno$é (consistency) estymatora:

N

plim,_, 0, =6, (32)

gdzie plim,,_,  to granica stochastyczna.
m Nieobcigzonos$é nie implikuje zgodnosci
i zgodno$¢ nie implikuje nieobciazonosci.
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PRZYKEAD SGH
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PRZYKLAD - OBCIAZENIE SGH
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PRZYKEAD — EFEKTYWNOSC SGH
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PRZYKEAD — ZGODNOSC SGH
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SGH

Regresja prosta — intuicja
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SGH

Punkt wyjsécia — rozktad warunkowy zmiennej Y wzgledem zmiennej X.

f(ylx=a)

f(y[x)

uy|a

SJA PROSTA — INTUICJA
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SGH

Punkt wyjsécia — rozktad warunkowy zmiennej Y wzgledem zmiennej X.

f(ylx=a)

f(y[x)

yla
/ \

SJA PROSTA — INTUICJA
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SGH

Regresja prosta:

AE(YR) E(ylx) = 0y + fix

E(ylx)

AX

_AE(YIX)
Bi=—4,

EsTymMaTOR MNK REGRESJA PROSTA — INTUICJA
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Estymator MNK

EstymaTor MNK
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Oznaczenia SGH

Zapis ogdlny:

y = Po+ Bix1 + Boxa + ...+ Brxr + €. (33)
Zapis macierzowy
y=XB+e (34)
gdzie
Y1 1 1,1 1,2 oo T1k
Y2 1 x21 @22 ... Xok
y= , X= ,
Yn Jd 1 1 Zn1 ZTn2 ... ZTnk o (k1)
Bo €1
B1 €2
B= , oe=1 . ,

En

Bk (k+1)x1 nx1

k — liczba zmiennych objasniajacych; n — liczba obserwacji.
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Oznaczenia (cd.) SGH

m [ oznacza prawdziwg (nieznang) warto$é wektora parametru a B jego oszacow-
anie (szacunek), tj. wynik estymacji.

m y jest obserwowana (empriczyna) wartoscia zmiennej objasnanej, a § wartoscia
teoretyczna, a wiec wynikajaca z oszacowan, tj.:

¥ =X8. (35)
m ¢ to sktadnik losowy. Jego realizacje stanowi e, czyli tzw. reszty (skladnik losowy):
e=y-y=y-XB (36)
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Zalozenia estymatora MNK SGH

Dla nastepujacego modelu liniowego:
y=XpB+e, (37)

zal6zmy, ze
@ Brak wspoétliniowosci: 7z(X) =k + 1 < n;
macierz obserwacji X jest pelnego rzedu kolumnowego.

@ Zmienne z; sa Scisle egzogeniczne, a wiec sg niezalezne od skladnika losowego,
tj. E(Xe) =0.
Q@ E(e)=0.
@ Sferyczna macierz wariancji-kowariancji sktadnika losowego:
Var(e) = E(eeT) = Io2.
Qg ~ N(O,O’Q).
Kluczowe sa zalozenia (1)-(4). Zalozenie o normalnosci sktadnika losowego jest
pomocnicze.
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Estymator MNK — wyprowadzenie I SGH

m Zal6zmy, ze badane zjawisko mozna opisaé¢ modelem postaci [lub prawdziwy proces
generujgcy zmienng y jest nastepujacyl:

y=X3+e, (38)

m Nieznane parametry mozna uzyskaé przy pomocy Metody Najmniejszych Kwadra
(OLS — ordinary least squares). Idea tej metody polega na znalezieniu takich
wartosci nieznanego wektora parametréw 3, ktéry minimalizuja sume kwadratow
reszt, czyli réznic pomiedzy wartoSciami obserwowanymi a teoretycznymi:

BOLS = arg mﬁin eTe, (39)

gdziee:y—y:y—Xﬁ.
m Przyjmijmy sume kwadratéw reszt (SSE - error sum of squares) jako funkcje
szukanego wektora parametréw [, ktéra chcemy minimalizowad:

SSE()=e'e=(y-3) (y=3) =~ X" (v~ Xp), (40)
m Po przemnozeniu macierzy w (40), otrzymujemy:
SSE(B) =yy" —2y" Xp+ 5" X" X8, (41)
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Estymator MNK — wyprowadzenie 11 SGH

m Zrézniczkujmy wyrazenie (41) po 3, wtedy otrzymamy:

9SSE(B)
o8

m Przyréwnujac pierwsza pochodna, tj. (42), otrzymujemy uklad réwnan

= —2XTy +2XTX3, (42)

XTy = XTXﬁ’ (43)
Ostatecznie, wykorzystujac zatozenie o pelnym rzedzie kolumnowym macierzy X :

Ao = (xTx) T XTy. (44)
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Dygresja — regresja prosta

SGH

m Model regresji prostej (alternatywnej notacji):
=fBo+ Bizi +e, i=12,...,N,

gdzie i oznacza indeks obserwacji.

m Estymator MNK dla parametréw réwnania (45) mozna wyrazi¢ nastepujaco:

AOOLS = §- BOLS z,
N _ _

AOLS Zl (i —Z) (y: — ¥)

1 —_ .

S (@ — )

m Interpretacja?
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Estymator wariancji-kowariancji wektora oszacowan I SGH

m Ogdlny wzor dla estymatora macierzy wariancji-kowariancji oszacowan (ﬁOL S)

Var(3°4%) = [ (5% — ) (374 - 5)" . (18)

m Zauwazmy, ze

BOES = (XTX) ' XTy = (XTX) ' XT(XB+e) =B+ (XTX) X6, (49)

m wtedy
Var(8°"%) = E {(XTX) X (x7X) 7 XTe) T]
= E [(XTX)’1 XTee™X (XTX)”}
= (X'X) ' XTE[ee”] X (XTX) "
m Nastepnie korzystajac z zalozenie o sferycznosci macierzy wariancji-kowariancji

skladnika losowego, tj. E(EET) = ¢2], mozna uprosci¢ wzér na estymator wari-
ancji kowariancji oszacowan do:

AOLS 2 T~r\ "1
Var(°"%) = o (X"X) . (50)
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Estymator wariancji-kowariancji wektora oszacowan IT SGH

m W przypadku MNK, mozemy wyznaczy¢ estymator macierzy wariancji-kowariancji
dla parametréw 87 korzystaj ac z szacunku wariancji wariancji sktadnika losowego

(S2):

Var(4°%%) = S2(X"X) ", (51)
gdzie
2 eTe _ SSE(BOLS)
Sein—(k—i—l) o df (52)

gdzie SSE(B°L®) to suma kwadratéw reszt, a df to liczba stopni swobody.

m Element diagonalne macierzy wariancji-kowariancji (oznaczmy jako dA”)7 stanowig
wariancje estymowanych parametréw. Zatem blad szacunku dla i-tego parametru
jest réwny:

S(Bi) =V dii- (53)

m Wzgledny blad szacunku

(54)

EstymaTor MNK



SGH

Zalozenia:
QO mzX)=k+1<n
Q E(Xe)=0
Q@ E()=0

@ Var(e) =E(eel) = Io?
Q ¢~ N(0,0’z)

Twierdzenie Gaussa - Markowa

Estymator B uzyskany Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratéw jest
estymatorem BLUE [best linear unbiased estimator], tj. zgodnym,
nieobciazonym i najefektywniejszy w klasie liniowych estymatoréw wektora f.

m nieobcigzonosé, czyli: E(ﬁOLS) =0
= najefektywniejszy, czyli posiadajacy najmniejszg wariancje w swojej klasie

m zgodny, czyli: plimn_)oo(BOLS) = B.

METODY EKONOMETRYCZNE EsTymMaTOR MNK EstymaTor MNK



Nieobcigzonos$é estymatora KMNK SGH

m Niebciazono$¢ estymatora:
E (8°%%) = B. (55)
m Korzystajac z tozsamosci y = XS + € postaé estymatora KMNK moze zostaé za-
pisana jako:

B = (XTX) ' XTy = (XTX)'XT (XB +¢). (56)

m Korzystajac z faktu, ze (X7X)'XTX =1
BOLS = g4 (XTX) ' X"e. (57)

m Wprowadzmy warto$¢ oczekiwana,:
E(8°%°) =E(B) + E [(X"X)"'X"¢], (58)
m Wiedzac, ze E (8) = 8 oraz wykorzystujac nielosowo$é zmiennych objadniajacych,
tj. E(X)=X A

E(8°7%) = B+ (XTX) ' XTE(e), (59)

a przy zalozeniu, ze E(¢X) = 0 otrzymujemy:

E (57%) = B. (60)
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Liniowo$¢ estymatora KMNK SGH

m Na podstawie wszczeéniejszych obliczen:
BOF =g+ (XTX) ' X e, (61)

m Zatozmy, ze A = (XTX)7'XT. Wtedy

B = B+ A, (62)
m a wiec BOLS jest liniowa funkcja sktadnika losowego. Zgodnie z zalozeniami, ktére
przyjelismy SO jest zatem estymatorem liniowym.

METODY EKONOMETRYCZNE EsTymMaTOR MNK EstymaTor MNK 41 / 43



Efektywnosé estymatora MNK 1 SGH

Wprowadzmy, inny nieobcigzony estymator liniowy parametru 3, np. B = Cy.
Zatem

IE(Z?) =E(CXpB+Ce)=p (63)
m Warto zauwazy¢, ze CX = 1.

m Wariancja estymatora B:
Var(B) = oc*CC”. (64)

m Poréwnujac wariancje, wprowadzmy wyrazenie D = C' — (XTX)i1 xXT.

Wiariancja estymatora B:

Var(B) = o [(D +(xTx) xT) (D +(x™x) XT) T] . (65)

m DX = 0 ze wzgledu na tozsamosé
CX=1I=DX+ (XTX)i1 (XTX). Zatem wariancje mozna zapisac:

Var(B) = o* (X"X) ™" + o*DD” = Var(3°*%) + o*DDT. (66)
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Zgodno$é estymatora MNK SGH

m Zgodno$¢ estymatora MNK:

plim,, 37" =3 (67)
m Korzystajac z wezedniejszej tozsamosci (E (BOLS) =B+ (XTX)"'XTE(e)):
plim,,_, 37" = g+ plim,,_,  (X"X) "' X"E(e). (68)

m Mnozymy wyrazenie przez jeden, tj. 1 =1/n X n:

~ -1
plim, oo 375 = 5+ plim, . (3X7X) -XTE(). (69)

Korzystajac z egzogenicznosci:
1
plim, , —X"E(e) =0, (70)
n

m Ponadto, zauwazmy, ze o ile wyrazenie plim,_, _(XTX) trudno ograniczyé to
plim,,_,_(1/nX*X) mozna ograniczyé przez pewna wartoéé C. Wtedy:

plim, , A% =p+Cx0=8. (71)
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