Ekonometria Stosowana Zaawansowana
Termin oddania: 15 stycznia, 2026, 20.00

Informacje ogélne: rozwiazania zadani powinno zostaé przestane elektronicznie (droga mailowa z adresu uczelnianego)
i powinno zawiera¢ dwa pliki: pdf z rozwiazaniem oraz plik do (lub inny kod) pozwalajacy zreplikowaé obliczenia.
Prosze o mail z tytulem [SGH] Zaawansowana Ekonometria Stosowana. Praca domowa 2..

Zadanie 1. Zagregowana funkcja produkcji. Rozwaz nastepujace funkcje produkeji Cobba-Douglasa:
PFOP Y, =T\K" Ly, (1)

gdzie Y; to realna warto$¢ dodana, K; to zaséb kapitalu rzeczowego, L; to liczba pracujacych a I'; to postep techno-
logiczny. Mimo nieliniowego charakteru, powyzsza funkcji produkcji moze zostaé¢ przedstawiona w postaci liniowej:

P.FCD . Yt = Ve -+ alkt =+ Oéglt, (2)
gdzie y; = In(Yz), v+ = In(T'y), kt = In(K) oraz Iy = In(Ly).

(i) Wykorzystujac zbiér danych USMacro.dta oszacuj parametry strukturalne funkeji produkeji Cobba-Douglasa (2).
Zal6z tymczasowo brak postepu technologicznego, a wiec v = const. Zinterpretuj uzyskane oszacowania.

(ii) Zmodyfikuj zalozenie zwiazane z postepem technologicznym. Zal6z teraz, ze vy, = yt-+-o. Zinterpretuj to zatozenie.
Nastepnie oszacuj parametry (2) i poréwnaj z poprzednimi oszacowaniami.

(iii) Dla obu regresji przeanalizuj czy skladnik losowy charakteryzuje sie autokorelacja. Zinterpretuj ekonomicznie
skiadnik losowy i na podstawie wiedzy ekonomicznej przedyskutuj czy powinien charakteryzowaé persystencja.

(iv) W przypadku obu regresji zastosuj metode uwzgledniajaca autokorelacje sktadnika losowego. Czy uwzglednienie
autokorelacji zmienito implikacje ilo$ciowe oszacowail.

(v) Kluczows charakterystyka funkcji produkcji sa przychody wzgledem skali, ktére w przypadku funkcji Cobba-
Douglasa beda: (i) stale, gdy a1 + s = 1, (ii) malejace, jezeli o + ay < 1, oraz (iii) rosnaca, gdy a1 + s > 1.
Czy na podstawie uzyskanych oszacowarn mozna okresli¢ jaki typ korzysci wzgledem skali charakteryzuje funkcje
produkcji w Stanach Zjednoczonych? W odpowiedzi uwzglednij wynik odpowiedniego testu statystycznego.

(vi) Przeprowadz teraz analize stacjonarnosci dla kluczowych zmiennych, a wiec y, k; oraz l;. Czy zmienne sa stacjo-
narne? Jaki jest stopienl integracji tych zmiennych? Czy wnioski z tego punktu podwazaja jako$¢ wnioskowania
w poprzednich punktach? Jezeli tak to uzasadnij.

(vii) Czy zmienne y;, k; oraz l; sa trendostacjonarne? Uzasadnij odpowiedZ powolujac sie na podstawie wynikéw
odpowiednich testéw.

(viii) Przetestuj stacjonarnosé¢ sktadnika losowego w rozwazanych regresjach, tj. z punktu (i) oraz (ii). Czy mozna sie
spodziewad, ze czynniki produkcji oraz produkt sa skointegrowane? OdpowiedZ uzasadnij.
(ix) Jedna z implikacji funkeji produkeji Cobba-Douglasa jest stabilno$é w czasie udzialéw wynagrodzenia czynnikéw
produkcji. Zaproponuj strategie werfikacji tej wlasnosci a nastepnie sprawdz czy udzial wynagrodzenia pracy w
PKB (labor share) jest stabilny w czasie.

(x) Rozwaz bardziej ogdlna postaé funkeji produkeji, a wiec funkcje produkeji o stalej elastycznosei substytucji CES
(Constant Elasticity of Substitution):
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PFOES . V=T, |m (TFK) = +(1—mo) (TFL:) ° : (3)

gdzie o to elastycznosé substytucji pomiedzy kapitalem a praca, a T'X oraz I'F to postep technologiczny ukie-
runkowany na produktywnosé kapitatu i pracy. Warto zauwazy¢, ze gdy o = 1 to wtedy funkcja (3) jest postaci
Cobba-Douglasa. W literaturze ekonomicznej, parametry funkeji (3) najczesciej identyfikuje sie korzystaja z infor-
macji o cenach czynnikow wytwdérezych. Standardowy problem optymalizacji prowadzi do nastepujacej zaleznosci
pomiedzy (logarytmem naturalnym) labor share (Is;) a (logarytmem naturalnym) produktywnoscia pracy yl; oraz
postepem technologicznym:

st = Bo + 1?% [yl: + In (TF)] (4)

gdzie By to stata. Oszacuj parametry réwnania (4) wykorzystujac zalozenie o tym, ze I'* = exp(y7t). Przetestuj
autokorelacje i jezeli to konieczne uwzglednij te charakterystyke w szacowaniu parametréw (4). Jaka jest wartosé



(xii)

(xiii)

(xiv)

empiryczna elastycznosci substytucji (Wskazéwka: Zauwaz, ze zaleznosé (4) jest liniowa, a wiec o bedzie nieliniowa,
funkcja parametry przy yl;. Warto wykorzysta¢ funkcje nlcom.)? Czy zalozenie o funkcji Cobba-Douglasa jest
spelnione? Zinterpretuj oszacowanie ~.

Elastycznosé substytucji moze réwniez by¢ szacowana na podstawie informacji o udziale wynagrodzenia kapitatu
w PKB. Wtedy,

1—
esi =m0+ — [yke +1n (Df)]. (5)

gdzie ng to stala, cs; to logarytm naturalny udziatu wynagrodzenia kapitalu w PKB, yk; to logarytm naturalny
relacji produktu do kapitatu. Przyjmij zalozenie, ze suma udzialu wynagrodzen kapitatu i pracy w PKB wynosi 1
a nastepnie sprébuj zmierzy¢ cs; korzystajac z zalozenia, ze srednia labor share w prébie wynosi 0.66. Nastepnie,
zaléz, ze T = exp(7%t) i oszacuj parametry réwnania (5). Jaka jest wartosé empiryczna elastycznosci substytu-
cji? Czy zalozenie o funkcji Cobba-Douglasa jest spelnione? Zinterpretuj oszacowanie 5. Czy uzyskane wyniki
réznig sie od tych z poprzedniego podpunktu?

Rozwaz teraz estymacje laczna parametréw funkcji produkeji CES na podstawie réwnani (4) i (5), a wiec na
podstawie ukladu réownan. Przedyskutuj problem identyfikowalnosci parametrow. Oszacuj parametry, a wiec
o, v oraz ;. Poréwnaj wyniki z poprzednimi oszacowaniami. Czy wyniki estymacji systemowej potwierdzaja
zasadno$¢ wykorzystania funkcji produkeji Cobba-Douglasa?

Przeanalizuj stacjonarnosé sktadnika losowego w regresjach (4) i (5) oraz dla kazdego réwnania osobno w estymacji
systemowej. Czy wynik ten rzutuje na wczesniejsze wnioski ekonomiczne? Jezeli tak to podaj na ktére i uzasadnij.

Czy kluczowe zmienne makroekonomiczne w réwnianiach (4) i (5) sa skointegrowane? OdpowiedZ uzasadnij na
podstawie odpowiednich testéw.

Zadanie 2. Rozwaz model grawitacyjny dla eksportu:

In EXijt == ﬂ() + 51 In GDPZt + [32 In GDPjt + ﬂg In distij + gijt (6)

gdzie In FX;;; to logarytm naturalny ekportu brutto z kraju ¢ do kraju j w momencie ¢, zmienna dist;j; oznacza
dystans pomiedzy gospdarakami, GDP to PKB a ¢;;+ to skladnik losowy.

()
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Wykorzystujac zbiér danych Gravity.dta oszacuj kluczowe parametry (6). Zinterpretuj uzyskane oszacowania.

Oblicz tzw. clustered standard errors. Pogrupuj wariancje wedlug obserwacji dla: (i) kazdego importera, (ii)
kazdego eksportera, (iii) par skladajacych sie z eksporteréw i importeréw. Poréwnaj uzyskane wyniki. Ktéry
wariant grupowania wariancji skladnika losowego jest najbardziej wiarygodny? OdpowiedZ uzasadnij.

Zaltoz, ze skladnik losowy sklada sie z dwéch komponentéw: idiosynkratycznego oraz specyficznego dla kazdej
jednostki (pary eksporter-importer). Zinterpretuj ekonomicznie ten drugi komponent.

Oszacuj parametry modelu random effects (RE) dla (6). Poréwnaj z poprzednimi wynikami. Zinterpretuj para-
meter p.

Przeprowadz test LM Bresucha-Pagana na istotno$¢ wariancji efektow indywidualnych i zinterpretuj uzyskany
wynik..

Oszacuj parametry modelu fixed effects (FE) dla (6). Poréwnaj wyniki do poprzednich oszacowan. Wytlumacz
dlaczego nie ma mozliwosci uzyskannia oszacowan FE dla parametru ;.

Do jakiego stopnia oszacowania stystematyczne réznice miedzy gospodarkami w eksporcie mozna wyjasni¢ odle-
glodcia geograficzna?

Przeprowadz tzw. poolability test i zinterpretuj uzyskany wynik

Przeprowadz test Hausmana. Zinterpretuj wynik i spréobuj ekonomicznie wyttumaczy¢ gléwny wniosek z wnio-
skowania statystycznego.

Dodaj efekty czasowe (6), a wiec dla kazdego roku stwérz zmienna birnana a nastepnie powtérz poprzednie
obliczenia, a wiec oszacowania podstawowej regresji MNK, modelu FE oraz RE, ale tez i kluczowe testy.

Czy jestes w stanie zidentyfikowac efekt trendu? Przetestuj istotnos$é efektow czasowych w kazdej z poprzednio
rozwazanych regresji.

Na podstawie oszacowan efektéw indywidualnych uzyskanych w modelu FE sprébuj odpowiedzie¢ do jakiego
stopnia zmienno$é efektéw indywidualnych moze zostaé wyjasniona dystansem geograficznym (w logarytmie
naturalnym)

Stwérz zmienng binarna, ktora bedzie przyjmowaé warto$¢ 1 jezeli zaréwno eksporter, jak importer przynaleza
do Unii Europejskiej. Oszacuj parametry modelu RE dla (6) rozszerzonego o te zmienng oraz efekty czasowe.
Zintepretuj to oszacowanie.

Wykorzystujac estymator Hausmana-Taylora oszacuj raz jeszcze model (6) rozszerzony o powyzsza zmienng
binarng oraz efekty czasowe. Przedyskutuj, ktéra zmienna jest potencjalnie endogeniczna. Poréwnaj wyniki z
poprzednimi oszacowaniami.



