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Rozdziat 1. Podstawowe pojecia

(uy) — $ciezka czasowa zmiennych sterujacych

(xt) — Sciezka czasowa zmiennych stanu

T skoniczone: skoriczony horyzont planowania: (u;), (%) € RT

T nieskonnczone: nieskonczony horyzont planowania:
(Ut), (Xt) S KOO

@ Zmienne stanu zwiazane sa réwnaniem ruchu

Xep1 = Me(Xe, Ug), vt.
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Rozdziat 1. Podstawowe pojecia

o Problem decyzyjny. Decydent maksymalizuje

T-1

We = filxs, us),

s=t

gdzie xg, T, xT sa dane, lub

Wt - i fs(Xs; Us)»
s=t

gdzie xg jest dane.

o Kontynuacja. Kontynuacja ciagu zmiennych sterujacych nazywamy
ciag
upro1={us:s=t,t+1,..,T -1}

lub odpowiednio
Uoo = {Us:s=1tt+1,..}.
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Rozdziat 1. Podstawowe pojecia

@ Wartosé¢ x; oraz kontynuacja ciagu zmiennych sterujacych implikuja
kontynuacje ciagu zmiennych stanu:

Xey1,T ={Xs:s=t+1,t+2,...,T}
lub odpowiednio
Xetloo = {Xs:5=t+1,t+2,...}.
o Kontynuacja nazywamy
Zy T = {(Ut,T—laXH-l,T)}

lub
Zt.co = {(ut,007 Xt+1,oo)}~

o Niech ®(x;) oznacza zbiér dopuszczalnych kontynuacji (z; t lub
2t o0) Wychodzacych z x;.

e Uwaga: z 1|2 — skoficzony podciag z;, 7 pomiedzy a a b.
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

@ Zatlozenia programowania dynamicznego.
@ addytywna separowalnos¢ funkcji celu, Wi = 3~ ., fo(xs, us),
@ f:, m; zaleza tylko od biezacych wartosci zmiennych, tj. fi(x, ut)
oraz me(xe, Ut),
© x:41 zalezy tylko od zmiennych opéznionych o 1 okres (wtasnosé
Markowa).

@ Funkcja wartosci.
@ T - skonczone. Wtedy V/(x¢, t,xr, T) = maxy, ;_, W[z, 1] pod
warunkiem, ze V(s > t) xs41 = ms(xs, us) oraz t, T, xe, xT sa dane,
oraz (xs,us) € Cs C R?
@ T - nieskoriczone. Wtedy V/(x:, t) = maxy, ., W[zt o] pod
warunkiem, ze V(s > t) xs4+1 = ms(xs, Us) oraz t, x; sa dane, oraz
(xs,us) € G C R2.
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

o Czy funkcja wartosci istnieje?

@ Jedli T — skoriczone, to W : R2T=Y  R. Jedli dodatkowo £ sa
ciagte, to W — ciagta.

@ Zbidér dopuszczalnych ciagédw wartosci zmiennych jest przecieciem
zbioréw domknietych (zadanych przez xs11 = ms(xs, us)), a wiec jest
domkniety.

@ Jedli dodatkowo zbiér C; jest ograniczony dla kazdego s > t, to zbiér
dopuszczalnych kontynuacji jest zwarty i istnienie maksimum wynika
z twierdzenia Weierstrassa.

@ Dla T — nieskonczonego, istnienie funkcji wartosci wymaga
spetnienia dodatkowych warunkdéw i dtuzszego dowodu.
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

e Zasada optymalnosci Bellmana (1). Niech
z; 7 ={(vf 7_1,X{,1,7)} bedzie rozwiazaniem optymalnym. Wtedy
rozwigzanie optymalne problemu

V(X:’ a, X;» b) = ana_xl W[Za7b—1]

jest réwne z; /.

e Zasada optymalnosci Bellmana (2). Niech
7} oo = {(Uf 00> X{11,00) } bedzie rozwiazaniem optymalnym. Wtedy
rozwigzanie optymalne problemu

V(X:v a, Xy, b) = Jnfxl W[Za,b—l]
b

jest réwne z; oo|2.

@ Intuicja. Kazda czes¢ optymalnego planu jest réwniez optymalna
jako catosé.

@ Whiosek. Rozwiagzanie optymalne jest spéjne czasowo. Mozna do
problemu optymalizacyjnego podchodzi¢ sekwencyjnie, rozbijajac go
na sekwencje probleméw jednookresowych.

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

@ Jak rozbi¢ problem na sekwencje probleméw jednookresowych?

T—1

Wize, 7] = fle ue) + Y falxs, s) = fel(xe, ue) + Wizesn, 7]-
s=t+1

Wizt oo] = filxe, ue) + D Falxs, us) = filxe, te) + W(zes1,00]-
s=t+1

@ Zatem

V(xe, t, X7, T) =  max  {fe(xe, ur) + Wlze11,7]}-

U Upt1,T—1

V(xe,t) = max {fi(x, ue) + Wlzeq1,00]}-

Ut,Ut+1,00
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

@ Roéwnanie Bellmana.

V(xt, t, X7, T) = max{fi(x¢, ut) + V(xer1, t + 1, x7, T)}.

V(x, t) = muax{ft(xt, ur) + V(xer1, t + 1)}

o Fakt. Réwnanie Bellmana jest rekurencyjne.

e Funkcja polityki u;(x;)

uf (x¢) = arg max{fe(x¢, ur) + V(xeq1, t + 1, x7, T}

ui(x¢) = arg muax{ft(xt7 u) + V(xer1, t+ 1)}
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

e Fakt. Na réwnanie Bellmana mozemy patrze¢ albo jak na réwnanie
dynamiczne, albo tez jak na réwnanie funkcyjne nieznanej funkcji V.

Zastosowania réwnania Bellmana:

e T — skoriczone = indukcja wsteczna (T, 7T —1, T —2, ... t).

@ T — nieskoniczone = réwnanie Eulera; iteracja funkcji wartosci
(value function iteration, VFI).

@ Zadanie 1. Rozwiaz metoda indukcji wstecznej: maxc,, Zf:o Inc;
pod warunkiem s;11 = (st — ¢:)(1 4 r), r > 0, ponadto sp — dane,
0<c<s Vt=0,1,2.

@ Zadanie 2. Rozwiaz metoda indukcji wstecznej oraz metoda
Lagrange'a: maxc, , 2?21 U:, gdzie
Ui = In(crea63), U = In(cz¢3), Us = In 3, pod warunkiem
Aiy1 = A; — ¢, ponadto A; — dane, Ay > 0,

0 <c¢ <A Vt=1,2,3. Poréwnaj rozwiazania. Co sie stato?
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

@ Zadanie 3. Danych jest 11 miast: A,B,C,D, B’,C’', D', B",C", D"
i E. Niektdére miasta sa potaczone drogami, nastepujacej dtugosci:
|AB| =4, |AC| =3, |AD| =3, |BC| =2, |CD| =2, |BB'| =5,
|CC'| =3, |DD'| =2, |B'C'| =3, |C’'D'| =1, |B'B"”| = 25 (wysoka
gérska przetecz), |C'C"| =3, |D'D"| =4, |[B"C"| =5, |C"D"| = 4,
|B"E| =3, |C"E| =5, |D"E| = 3. Niech funkcja wartosci V(M)
oznacza odlegtos¢ miedzy danym miastem M oraz E. Korzystajac z
indukcji wstecznej, znajdzZ najkrétsza trase z A do E.
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

o Twierdzenie o obwiedni (envelope theorem). Niech
F(a) = maxyex f(x, @), gdzie f-rézniczkowalna, X-otwarty. Wtedy:

d of
@F(a) = 67a(

X, @).

@ Problem stacjonarny z nieskoiczonym horyzontem planowania.
Niech mg = m, C; = C (postaci funkcyjne autonomiczne, tj.
niezmienne w czasie). Niech ponadto f;(xs, us) = B°f(xs, us), gdzie
B € (0,1) —dyskontowanie geometryczne.

Wtedy réwnanie Bellmana przyjmuje postacé:

V(x) = mu;;\x{f(x,_b7 ur) + BV (xe1)}-

Ponadto funkcja wartosci V/(x;) oraz funkcja polityki u*(x;) sa
niezmienne w czasie.
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

e Operator Bellmana T : X — X, gdzie X - przestrzen funkcji
v:R—=R:

T(v(x)) = max{f(x, u) + Bv(m(x, u))}, (x,u)e C.
@ Przy tych oznaczeniach, operator Bellmana spetnia:
V(x)=T(V(x)), VxeR.

o Funkcja wartosci jest punktem stalym operatora Bellmana.

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

o Uwaga. Programowanie dynamiczne jest uzyteczne réwniez w
przypadku problemdw stochastycznych: x;11 = m(x¢, Ur, €¢11).
Witedy réwnanie Bellmana przyjmuje postaé:

V(x) = muegx{f(xt, u) + BE:V(xe11)} =

—max{ X¢, Uy —|—ﬂ/ y)dG(y; Xt,ut)}

gdzie P(xt11 < y|xt, ur) = G(y; ¢, ur) dla wszystkich y € Q.
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Rozdziat 2. Zasada optymalnosci Bellmana

e Wiemy, ze jesli funkcja wartosci istnieje, to speinia réwnanie
Bellmana. Czy spetniona jest tez zalezno$¢ odwrotna?

e Oznaczenie: us € '(x;) — zbiér wartosci dopuszczalnych zmienne;j
sterujacej.

o Twierdzenie. Niech V : R — R spetnia réwnanie rekurencyjne

V() = max (Flx.0) £ BV} pw. v =m(x.).

Niech ponadto V spetnia warunek ograniczonosci:

lim 8"V(x,) =0

n— o0

dla kazdej dopuszczalnej kontynuacji. Zatézmy ponadto, ze istnieje
kontynuacja z; ., gdzie u; jest rozwiazaniem

V(xs) = max {f(xs,us)+ BV (m(xs, us))}

us€M(xs)

dla kazdego s > t oraz xJ ; = m(xZ, u).
Wtedy V jest funkcja wartosci, a z; ., jest rozwiazaniem problemu
optymalizacyjnego:
V(x) = rpax{W[zt,oo] p-w. Xst1 = m(xs, Us), Us € '(xs) Vs > t}.
t,o0



Rozdziat 3. Modele

e Model 1. (Optymalny potéw ryb / wycinka lasu)

o0
maxZﬂtu(ct) pw. Sii1— St = As(5—5s:) — ¢t
t=0

@ Model 2. (Model Ramseya z petna deprecjacja)

maxZBtu(ct) pw. kep1 = f(ke) — ¢
t=0
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Rozdziat 3. Modele

@ Warunki transwersalnosci. Rozwiazanie optymalne problemu
optymalizacyjnego z nieskoriczonym horyzontem planowania musi
spetniaé, poza réwnaniem Eulera, dodatkowo warunek
transwersalnosci postaci:

lim ﬁtst V/(St) =0.
t—o0
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