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Rozdziat 0. Optymalizacja statyczna vs. dynamiczna

e Optymalizacja statyczna

o Skoriczona liczba n zmiennych = x € R".

o Optymalizacja dynamiczna
o Skorczony horyzont planowania (T okreséw) = x € R"".

Albo te same metody rozwiazywania, co dla probleméw statycznych,
albo programowanie dynamiczne — indukcja wsteczna.

o Nieskoriczony horyzont planowania (co okreséw) = x € loo.
Programowanie dynamiczne w przestrzeniach nieskoriczenie
wymiarowych.
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Rozdziat 1. Elementy topologii

o Pokrycie otwarte zbioru. Rodzine U = {U; : i € I} w przestrzeni
metrycznej (X, d) nazywamy pokryciem zbioru A, jedli A C |J,, U;.
Jegli zbiory {U;} sa otwarte, wtedy jest to pokrycie otwarte.

@ Zbior zwarty. A jest zwarty, jesli kazde pokrycie otwarte zbioru
zawiera podpokrycie skoriczone {Uy, ..., U,}.

Przyktad: (0,1) C R nie jest zwarty. Niech U = {(1/n,1)},en. To
pokrycie nie ma podpokrycia skoriczonego.

e Zbiér ciagowo zwarty. Zbiér A w przestrzeni metrycznej (X, d)
jest ciagowo zwarty, jesli kazdy ciag {x,} C A ma podciag zbiezny
{Xn.}, limg_y00 Xn, = X € A.

o Twierdzenie. Zbiér A w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zwarty
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagowo zwarty.
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Rozdziat 1. Elementy topologii

o Twierdzenie. Jedli B C X, gdzie B—domkniety, X—zwarty, to
B—zwarty.

o Fakt. Jesli zbidr A w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zwarty, to
jest domkniety i ograniczony.

e Twierdzenie. Niech (X, d), (Y, p) — przestrzenie metryczne. Niech
f : X — Y bedzie ciagta. Wtedy jesdli C C X jest zwarty, to
f(C) C Y takze jest zwarty.

Wazny przypadek X = R™:

o Twierdzenie Bolzano—Weierstrassa. Kazdy ciag ograniczony w R,
tj. {xn} C [a, b] ma podciag zbiezny. (A zatem odcinek [a, b] jest
zwarty.)

o Twierdzenie Heine—Borela. Zbiér A C R™ jest zwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.
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Rozdziat 2. Przestrzen ciagéw

o Definicja. Przestrzenia ¢, nazywamy przestrzen nieskoficzonych
ciagéw liczbowych v = (v, va,...) z tzw. p-norma, gdzie p > 1:
1

[Ivllo = (ilvtl”>p-

t=1

o Definicja. Przestrzenia /., nazywamy przestrzen nieskoficzonych
ciagéw liczbowych v = (vi, va,...) z norma supremum:

[[v[| = sup|ve.
t>1

@ Zadanie 1: wykaza¢, ze norma supremum spetnia aksjomaty normy.

e Zadanie 2: wykazaé, ze ||v(n) — v|| — 0 implikuje
Y(t > 1) |ve(n) — v¢| — 0, ale nie odwrotnie (zbiezno$¢ jednostajna
implikuje zbieznos¢ punktowa, ale nie odwrotnie).

@ Zadanie 3: niech E = {(un)nen : |un] <1 V(n € N)}. Wykaz, ze
istnieje ciag (u(k)) C E, ktdry nie ma podciagu zbieznego w sensie
normy supremum, a wiec zbiér E nie jest zwarty.

Poréwna¢ C™ =1 x | x ...x I, gdzie | =[-1,1],z C® = x [ x ....

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 2. Przestrzen ciagéw

@ Zadanie 4: wykaz, ze przestrzen B0, 1] funkcji ciagtych i
ograniczonych f : R — [0, 1] z norma

|If]] = sup [f(x)]
xER

nie jest zwarta. Postuz sie rodzina funkgji f(x) = e~ (=",
@ Zadanie 5: rozwaz przestrzen E ciagdw nieskoriczonych
v =(v1,vy,...), z metryka

min{1, |u, — v,|}
d(uv) = 3 MLl v},
n>0

Wykaz, ze d jest poprawnie zdefiniowana metryka. Wykaz, ze dla tej
metryki zbiezno$¢ punktowa jest réwnowazna jednostajnej. Wykaz,
ze (E, d) jest zwarta.
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Rozdziat 2. Przestrzen ciagéw

o Definicja. Kula (domknieta) w przestrzeni metrycznej (X, d)
nazywamy zbidr

B/(x)={ue X :d(ux)<r}.

o Definicja. Kula (domknieta) w przestrzeni unormowanej (X, || - [|)
nazywamy zbidr

B/(x)={uveX:||lu—x| <r}.

@ Zadanie 6: zdefiniuj kule jednostkowe B;(0) w ¢, oraz (E, d) z
poprzedniego przyktadu.

@ Zadanie 7: wykaz, ze kula jednostkowa w przestrzeni unormowanej
jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen jest skonczenie
wymiarowa.
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Rozdziat 3. Elementy topologii — cd.

e Réwnowazno$¢ norm w R". Kazde dwie normy || - [|2 i || - ||»
okrelone w przestrzeni skoriczenie wymiarowej R" sa réwnowazne, tj.
istnieja liczby 0 < C; < G, takie, ze:

V(x € R") G|xlls < [Ix]la = Cof[x[[o-

Dla przestrzeni nieskoriczenie wymiarowych tak juz nie jest.

e Ciag Cauchy’ego {x,}:
V(e>0) InVY(m,n>h) d(xnxm) <

o Przestrzen zupeta. Przestrzen metryczna (X, d) jest zupetna, jedli
kazdy ciag Cauchy'ego {x,} C X ma granice w X.
Przyktad: (0, 1) nie jest zupetna. R" jest zupetna. £,, o, sa zupetne,
B0, 1] — zupetna.

e Fakt. Jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna, A C X zwarty, to
A-zupetny.

e Fakt. Jesli (X, d) jest zupetna, A C X domkniety, to A-zupetny.
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Rozdziat 3. Elementy topologii — cd.

e ,Skoriczenie wymiarowe twierdzenie Tichonowa”. Niech (X, d;)
oraz (Y, d>) beda przestrzeniami metrycznymi. Zdefiniujmy
(X xY,d;) tak, ze

dyi(z,2') = \/dlz(x, x") + d22(y,y’)

(jest to tzw. metryka produktowa). Wtedy X, Y sa zwarte wtedy i
tylko wtedy, gdy X x Y jest zwarta.

o Fakt. Stwierdzenie to tatwo uogdlni¢ do n wymiardw,
(Xy X oo X Xp) X Xpy1-

o Jest tez ,prawdziwe” twierdzenie Tichonowa dla przestrzeni
nieskonczenie wymiarowych.
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Rozdziat 4. Przestrzenie skonczenie i nieskonczenie

wymiarowe — cd.

@ Zadanie 8: znajdz max ) ;_; v; na kuli B,(0) € R". Oblicz wartos¢
maksymalna dla ustalonego n. Przejdz do granicy n — oco. Czy cos
sie zmienito?
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