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Rozdziat 1. Twierdzenie o funkcjach uwiktanych

o W optymalizacji czesto wystepuja problemy maksymalizacji funkgji
na pewnej krzywej, powierzchni, hiperpowierzchni, itp., generalnie
zbiorze brzegowym (C = 0C), o pustym wnetrzu.

@ Przypadek dwuwymiarowy: krzywa wyznacza réwnanie
@(x,y) = 0. Kiedy mozemy przej$¢ od postaci uwiktanej do postaci
jawnej y = f(x)?

@ Dla niektérych punktéw moze to by¢ niemozliwe (tam, gdzie styczna
jest pionowa).

@ Czasem przejscie jest niejednoznaczne.

e Przyktad: ¢(x,y) =x>+y?>—-1=0.
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Rozdziat 1. Twierdzenie o funkcjach uwiktanych

Twierdzenie o funkcjach uwiktanych (2 wymiary)
@ Niech U,V C R beda otwarte, a funkcja ¢ : U x V — R bedzie

klasy C!.
o Niech (x,7) € U x V spetnia ¢(x,7) = 0 oraz 32(x,7) # 0.
Wtedy:

@ istnieja zbiory otwarte Uy > X, Vj 2 y,

e istnieje funkcja f klasy C1, spetniajaca f : Uy — Vj, taka, ze dla
kazdego (x,y) € Uz x Vy, ¢(x,y) = 0 jest réwnowazne y = f(x).
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Rozdziat 1. Twierdzenie o funkcjach uwiktanych

Pochodna funkcji ztozonej (ang. chain rule):
@ Niech g(x) = f(u1(x), ..., us(x)). Wtedy:

Dowdd ostatniego punktu twierdzenia o funkcjach uwiktanych:

e Mamy ¢(x, f(x)) = 0 dla kazdego x € Ukx.
e Zatem réwniez %(X7 f(x)) =0 na Us.
@ Z pochodnej funkcji ztozonej mamy:

iy _ 09 o¢

() = S200y) + G ().

o Przeksztatcajac i wstawiajac (X, ¥) otrzymujemy:
N 16150
f(x)=— YR
67)/( 7}/)
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Rozdziat 1. Twierdzenie o funkcjach uwiktanych

o Przypadek wielowymiarowy: podprzestrzeri / hiperpowierzchnie
wyznacza réwnanie ®(x,y) =0, gdzie x = (x1, ..., Xp),
y = (y1,.,yn) oraz ® : R"™P — R".

o Mamy wiec n réwnan, n+ p zmiennych:
D1(X15 05 Xpi Y15 045 Vi)
O(x,y) = : =0.
q)n(le"'vXp;ylv'“v)/n)

o Kiedy mozemy przej$¢ od postaci uwiktanej do postaci jawnej
y = F(x), gdzie F : R — R"? Wyrazi¢ wszystko w kategoriach
x-6w?
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Rozdziat 1. Twierdzenie o funkcjach uwiktanych

Twierdzenie o funkcjach uwiktanych (wielowymiarowe)

@ Niech U C RP, V C R” beda otwarte, a funkcja ®: U x V — R"
bedzie klasy CI.

@ Niech (x,y) € U x V spetnia ®(x,y) = 0 oraz det(g—j’(i,)‘/)) #0
(macierz pochodnych czastkowych wzgledem y jest odwracalna).
Wtedy:

@ istnieja zbiory otwarte Uy 3 X, V5 3 y,

e istnieje funkcja F klasy C!, spetniajaca F : Uz — V4, taka, ze dla
kazdego (x,y) € Uz x V5, ®(x,y) = 0 jest réwnowazne y = F(x).

-1
@ Ponadto F'(x) = — (%(27)7)) : ?)7?:()_(?}7)'
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Rozdziat 2. Warunki regularnosci

o Przypomnienie twierdzenia. Niech C C R”, a funkcja f : C — R.

Rozwazmy problem
(P) max f(x).
x€

Jesli punkt x € C jest rozwiazaniem problemu (P) oraz f jest
rézniczkowalna w X, to

Vf(x) € Ne(x).
e Uwaga. Warto umieé szybko obliczaé N¢(x) dla przypadku, gdy

zbiér C jest zadany ograniczeniem w formie réwnosci, np. ¢(x) = 0.

o Wtedy tatwo bedzie nam znajdowaé warunki konieczne optymalizacji
z tego rodzaju ograniczeniami.

@ Mozna to osiagnaé poprzez mnozniki Lagrange’a, o ile tylko
spetnione beda warunki regularnosci.
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Rozdziat 2. Warunki regularnosci

Warunki regularnosci:

@ Niech
C={(x1,,%) ER": gl(x1, .00y x0) = ... = gK(x1, .0, xp) = O}
e Mamy n zmiennych oraz uktad k < n (zwykle k < n) warunkéw
ograniczajacych w formie réwnosci.

e Punkt x € C jest regularny, jeéli wektory 7g!(%), ..., vg(x) sa
liniowo niezalezne.

@ Inaczej, jesli rzad macierzy

wynosi k (jest maksymalny).

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 2. Warunki regularnosci

Sprawdzi¢ regularnosé¢ punktéw spetniajacych uktad réwnan g(x) = 0:
o Przyktad 1. Niech k = 2,n = 3. Niech gl(x1, %, x3) = x¥ + x5 + x3
oraz g2(x1,x2,X3) = x1 + X2 + X3.
o Przykiad 2. Niech k =2,n = 3. Niech
gl(x1,x0,x3) = x¥ + x3 + x5 — 1 oraz g%(x1, %2, X3) = X1 + X2 + X3.
e Przyktad 3. Niech k =2, n = 3. Niech gl(x1,%,x3) = x + x0 — 1
oraz g2(xi, X2, X3) = x1 + x2 + x3 + 2.
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Rozdziat 2. Rozmaitosci

o Jedli zbidr
C={(x1, %) ER": g(x1, .0, Xn) = ... = g¥(x1, .., Xp) = O} jest
niepusty, przy spetnieniu warunkdéw regularnosci dla wszystkich
x € C daje sie on ,sparametryzowad” za pomoca n — k zmiennych.
@ Jest to wniosek z twierdzenia o funkcjach uwiktanych.

@ Taki zbiér C nazywamy n — k wymiarowa rozmaitoscia w R" (ang.
manifold).

o W szczegdlnosci jesli mamy tylko 1 warunek ograniczajacy, k = 1,
wtedy taki zbiér C jest n — 1 wymiarowa rozmaitoscia (=
hiperpowierzchnia).
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Rozdziat 2. Rozmaitosci

Stozek normalny i styczny do rozmaitosci:
@ Niech zbiér

C={(x1, %) ER": gl(x1, e, x0) = oo = gK(x1, o0y Xp) =
bedzie niepusty i regularny. Wtedy dla kazdego x € C

n —O}
k .
Ne(x) = {Z AV gl(x), \ie R} = L(vg'(x), ... vg"(x))

oraz

Tc(x)={heR" < yg'(x),h>=0, i=1,.. k}
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Rozdziat 3. Mnozniki Lagrange'a

Warunki konieczne optymalizacji z ograniczeniami w formie
réwnosci
o Twierdzenie. Niech g!,...,g% : R" — R, gdzie k < n, beda klasy
C*. Niech zbiér
C={(x1,%) ER": g1, ee X0) = oo = gK(x1, ., xn) = O}
bedzie niepusty i regularny.
@ Rozwazmy problem

(P) max f(x).

o Jedli x € C jest rozwiazaniem (P) oraz f jest rézniczkowalna w X,
wtedy istnieja mnozniki Lagrange’a )y, ..., A\ € R takie, ze:

VIR = 3N v g ).
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Rozdziat 3. Mnozniki Lagrange'a

Warunki konieczne optymalizacji z ograniczeniami w formie
réwnosci
o Twierdzenie. Niech g!,...,g% : R" — R, gdzie k < n, beda klasy
C*. Niech zbiér
C={(x1,%) ER": g1, ee X0) = oo = gK(x1, ., xn) = O}
bedzie niepusty i regularny.
@ Rozwazmy problem

(Q) min f(x).

xeC

o Jedli x € C jest rozwiazaniem (Q) oraz f jest rézniczkowalna w X,
wtedy istnieja mnozniki Lagrange’a )y, ..., A\ € R takie, ze:

VIR = 3N v g ).
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Rozdziat 3. Mnozniki Lagrange'a

o Definicja. Funkcja Lagrange’a (lagrangian) to funkcja
L :R" x R — R postaci

k
L(x; ) = f(x) — Z)\;gi(x).

o tatwo zauwazyd¢, ze

VAR) =Y Ave(x) = VL(xA) =0

i=1

(gradient lagrangianu liczymy rézniczkujac po x, nie po ).
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Rozdziat 3. Mnozniki Lagrange'a

Warunki drugiego rzedu dla optymalizacji z ograniczeniami w
formie réwnosci:

@ Intuicja. Dziatamy analogicznie, jak w przypadku optymalizacji bez
ograniczen, z tym ze interesuje nas kierunek zmian f tylko ,wzdtuz
ograniczenia”, czyli w ramach stozka stycznego T¢(x).

(a) Przypadek tatwiejszy (czasem wystarcza, ale nie zawsze)

o Jedli f jest wypukta w pewnym zbiorze otwartym Ui 3 X, to X jest
minimum lokalnym.

o Jedli f jest wklesta w pewnym zbiorze otwartym Uz 3 X, to X jest
maksimum lokalnym.
(b) Przypadek trudniejszy (kiedy przypadek tatwiejszy nie wystarcza)

o Kiedy ww. warunki nie zachodza, trzeba sie ograniczy¢ do zbioru
Uz N Te(x).
o Wtedy badamy okreslonos¢ formy kwadratowej

hTD?f(%)h,  Vhe Tc().

o Jesli wyrazenie jest stale nieujemne, to mamy minimum lokalne.
@ Jesli wyrazenie jest stale niedodatnie, to mamy maksimum lokalne.
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