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Rozdzia l 1. Twierdzenie o funkcjach uwik lanych

W optymalizacji cz ↪esto wyst ↪epuj ↪a problemy maksymalizacji funkcji
na pewnej krzywej, powierzchni, hiperpowierzchni, itp., generalnie
zbiorze brzegowym (C = ∂C ), o pustym wn ↪etrzu.

Przypadek dwuwymiarowy: krzyw ↪a wyznacza równanie
φ(x , y) = 0. Kiedy możemy przej́sć od postaci uwik lanej do postaci
jawnej y = f (x)?

Dla niektórych punktów może to być niemożliwe (tam, gdzie styczna
jest pionowa).

Czasem przej́scie jest niejednoznaczne.

Przyk lad: φ(x , y) = x2 + y2 − 1 = 0.
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Rozdzia l 1. Twierdzenie o funkcjach uwik lanych

Twierdzenie o funkcjach uwik lanych (2 wymiary)

Niech U,V ⊂ R b ↪ed ↪a otwarte, a funkcja φ : U × V → R b ↪edzie
klasy C 1.

Niech (x̄ , ȳ) ∈ U × V spe lnia φ(x̄ , ȳ) = 0 oraz ∂φ
∂y (x̄ , ȳ) 6= 0.

Wtedy:

istniej ↪a zbiory otwarte Ux̄ 3 x̄ ,Vȳ 3 ȳ ,

istnieje funkcja f klasy C 1, spe lniaj ↪aca f : Ux̄ → Vȳ , taka, że dla
każdego (x , y) ∈ Ux̄ × Vȳ , φ(x , y) = 0 jest równoważne y = f (x).

Ponadto f ′(x̄) = −
∂φ
∂x (x̄,ȳ)
∂φ
∂y (x̄,ȳ)

.
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Rozdzia l 1. Twierdzenie o funkcjach uwik lanych

Pochodna funkcji z lożonej (ang. chain rule):

Niech g(x) = f (u1(x), ..., un(x)). Wtedy:

g ′(x) =
n∑

i=1

∂f

∂ui
(x) · u′i (x).

Dowód ostatniego punktu twierdzenia o funkcjach uwik lanych:

Mamy φ(x , f (x)) = 0 dla każdego x ∈ Ux̄ .

Zatem również dφ
dx (x , f (x)) = 0 na Ux̄ .

Z pochodnej funkcji z lożonej mamy:

dφ

dx
(x , f (x)) =

∂φ

∂x
(x , y) +

∂φ

∂y
(x , y)f ′(x).

Przekszta lcaj ↪ac i wstawiaj ↪ac (x̄ , ȳ) otrzymujemy:

f ′(x̄) = −
∂φ
∂x (x̄ , ȳ)
∂φ
∂y (x̄ , ȳ)

.
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Rozdzia l 1. Twierdzenie o funkcjach uwik lanych

Przypadek wielowymiarowy: podprzestrzeń / hiperpowierzchni ↪e
wyznacza równanie Φ(x , y) = 0, gdzie x = (x1, ..., xp),
y = (y1, ..., yn) oraz Φ : Rn+p → Rn.

Mamy wi ↪ec n równań, n + p zmiennych:

Φ(x , y) =

 Φ1(x1, ..., xp; y1, ..., yn)
...

Φn(x1, ..., xp; y1, ..., yn)

 = 0.

Kiedy możemy przej́sć od postaci uwik lanej do postaci jawnej
y = F (x), gdzie F : Rp → Rn? Wyrazić wszystko w kategoriach
x-ów?
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Rozdzia l 1. Twierdzenie o funkcjach uwik lanych

Twierdzenie o funkcjach uwik lanych (wielowymiarowe)

Niech U ⊂ Rp,V ⊂ Rn b ↪ed ↪a otwarte, a funkcja Φ : U × V → Rn

b ↪edzie klasy C 1.

Niech (x̄ , ȳ) ∈ U × V spe lnia Φ(x̄ , ȳ) = 0 oraz det(∂Φ
∂y (x̄ , ȳ)) 6= 0

(macierz pochodnych cz ↪astkowych wzgl ↪edem y jest odwracalna).
Wtedy:

istniej ↪a zbiory otwarte Ux̄ 3 x̄ ,Vȳ 3 ȳ ,

istnieje funkcja F klasy C 1, spe lniaj ↪aca F : Ux̄ → Vȳ , taka, że dla
każdego (x , y) ∈ Ux̄ × Vȳ , Φ(x , y) = 0 jest równoważne y = F (x).

Ponadto F ′(x̄) = −
(
∂φ
∂y (x̄ , ȳ)

)−1

· ∂Φ
∂x (x̄ , ȳ).
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Rozdzia l 2. Warunki regularności

Przypomnienie twierdzenia. Niech C ⊂ Rn, a funkcja f : C → R.
Rozważmy problem

(P) max
x∈C

f (x).

Jeśli punkt x̄ ∈ C jest rozwi ↪azaniem problemu (P) oraz f jest
różniczkowalna w x̄ , to

5f (x̄) ∈ NC (x̄).

Uwaga. Warto umieć szybko obliczać NC (x̄) dla przypadku, gdy
zbiór C jest zadany ograniczeniem w formie równości, np. ϕ(x) = 0.

Wtedy  latwo b ↪edzie nam znajdować warunki konieczne optymalizacji
z tego rodzaju ograniczeniami.

Można to osi ↪agn ↪ać poprzez mnożniki Lagrange’a, o ile tylko
spe lnione b ↪ed ↪a warunki regularności.
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Rozdzia l 2. Warunki regularności

Warunki regularności:

Niech
C = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : g1(x1, ..., xn) = ... = gk(x1, ..., xn) = 0}.
Mamy n zmiennych oraz uk lad k ≤ n (zwykle k < n) warunków
ograniczaj ↪acych w formie równości.

Punkt x̄ ∈ C jest regularny, jeśli wektory 5g1(x̄), ...,5gk(x̄) s ↪a
liniowo niezależne.

Inaczej, jeśli rz ↪ad macierzy  5g1(x̄)
...

5gk(x̄)


wynosi k (jest maksymalny).

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdzia l 2. Warunki regularności

Sprawdzić regularność punktów spe lniaj ↪acych uk lad równań g(x) = 0:

Przyk lad 1. Niech k = 2, n = 3. Niech g1(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3

oraz g2(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3.

Przyk lad 2. Niech k = 2, n = 3. Niech
g1(x1, x2, x3) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 1 oraz g2(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3.

Przyk lad 3. Niech k = 2, n = 3. Niech g1(x1, x2, x3) = x2
1 + x2 − 1

oraz g2(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 + 2.
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Rozdzia l 2. Rozmaitości

Jeśli zbiór
C = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : g1(x1, ..., xn) = ... = gk(x1, ..., xn) = 0} jest
niepusty, przy spe lnieniu warunków regularności dla wszystkich
x ∈ C daje si ↪e on

”
sparametryzować” za pomoc ↪a n − k zmiennych.

Jest to wniosek z twierdzenia o funkcjach uwik lanych.

Taki zbiór C nazywamy n − k wymiarow ↪a rozmaitości
↪

a w Rn (ang.
manifold).

W szczególności jeśli mamy tylko 1 warunek ograniczaj ↪acy, k = 1,
wtedy taki zbiór C jest n − 1 wymiarow ↪a rozmaitości ↪a (=
hiperpowierzchni

↪
a).

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdzia l 2. Rozmaitości

Stożek normalny i styczny do rozmaitości:

Niech zbiór
C = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : g1(x1, ..., xn) = ... = gk(x1, ..., xn) = 0}
b ↪edzie niepusty i regularny. Wtedy dla każdego x̄ ∈ C

NC (x̄) =

{
k∑

i=1

λi 5 g i (x̄), λi ∈ R

}
= L

(
5g1(x̄), ...,5gk(x̄)

)
oraz

TC (x̄) = {h ∈ Rn :< 5g i (x̄), h >= 0, i = 1, ..., k}.

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdzia l 3. Mnożniki Lagrange’a

Warunki konieczne optymalizacji z ograniczeniami w formie
równości

Twierdzenie. Niech g1, ..., gk : Rn → R, gdzie k ≤ n, b ↪ed ↪a klasy
C 1. Niech zbiór
C = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : g1(x1, ..., xn) = ... = gk(x1, ..., xn) = 0}
b ↪edzie niepusty i regularny.

Rozważmy problem
(P) max

x∈C
f (x).

Jeśli x̄ ∈ C jest rozwi ↪azaniem (P) oraz f jest różniczkowalna w x̄ ,
wtedy istniej ↪a mnożniki Lagrange’a λ1, ..., λk ∈ R takie, że:

5f (x̄) =
k∑

i=1

λi 5 g i (x̄).

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdzia l 3. Mnożniki Lagrange’a

Warunki konieczne optymalizacji z ograniczeniami w formie
równości

Twierdzenie. Niech g1, ..., gk : Rn → R, gdzie k ≤ n, b ↪ed ↪a klasy
C 1. Niech zbiór
C = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : g1(x1, ..., xn) = ... = gk(x1, ..., xn) = 0}
b ↪edzie niepusty i regularny.

Rozważmy problem
(Q) min

x∈C
f (x).

Jeśli x̄ ∈ C jest rozwi ↪azaniem (Q) oraz f jest różniczkowalna w x̄ ,
wtedy istniej ↪a mnożniki Lagrange’a λ1, ..., λk ∈ R takie, że:

5f (x̄) =
k∑

i=1

λi 5 g i (x̄).
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Rozdzia l 3. Mnożniki Lagrange’a

Definicja. Funkcja Lagrange’a (lagrangian) to funkcja
L : Rn × Rk → R postaci

L(x ;λ) = f (x)−
k∑

i=1

λig
i (x).

 Latwo zauważyć, że

5f (x̄) =
k∑

i=1

λi 5 g i (x̄) ⇐⇒ 5L(x̄ ;λ) = 0

(gradient lagrangianu liczymy różniczkuj ↪ac po x , nie po λ).
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Rozdzia l 3. Mnożniki Lagrange’a

Warunki drugiego rz
↪
edu dla optymalizacji z ograniczeniami w

formie równości:

Intuicja. Dzia lamy analogicznie, jak w przypadku optymalizacji bez
ograniczeń, z tym że interesuje nas kierunek zmian f tylko

”
wzd luż

ograniczenia”, czyli w ramach stożka stycznego TC (x̄).
(a) Przypadek  latwiejszy (czasem wystarcza, ale nie zawsze)

Jeśli f jest wypuk la w pewnym zbiorze otwartym Ux̄ 3 x̄ , to x̄ jest
minimum lokalnym.

Jeśli f jest wkl ↪es la w pewnym zbiorze otwartym Ux̄ 3 x̄ , to x̄ jest
maksimum lokalnym.
(b) Przypadek trudniejszy (kiedy przypadek  latwiejszy nie wystarcza)

Kiedy ww. warunki nie zachodz ↪a, trzeba si ↪e ograniczyć do zbioru
Ux̄ ∩ TC (x̄).

Wtedy badamy określoność formy kwadratowej

hTD2f (x̄)h, ∀h ∈ TC (x̄).

Jeśli wyrażenie jest stale nieujemne, to mamy minimum lokalne.

Jeśli wyrażenie jest stale niedodatnie, to mamy maksimum lokalne.
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