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Rozdziat 1. Warunki konieczne optymalizacji

@ Dla funkgji rézniczkowalnych f : D — R, gdzie D C R",

Vhf(X) =< VF(X),h>= Zax

o Gradient jest kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji.

e Warstwica funkgji jest (lokalnie) prostopadta do gradientu. Wzér dla
(hiper)ptaszczyzny stycznej:

f(x+h)=y="~Ff(X)+<vf(x),h>,

a wiec
f(x+h)=f(x) < <vf(x),h>=0.
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Rozdziat 1. Warunki konieczne optymalizacji

e Twierdzenie. Niech C C R", a funkcja f : C — R. Rozwazmy
problem

(P) max f(x).

Jesli punkt x € C jest rozwiazaniem problemu (P) oraz f jest
rézniczkowalna w X, to

VI(x) € Ne(x).

@ Zatem w szczegdlnosci jesli rozwiazaniem problemu (P) jest
x € int(C), to
vi(x)=0.
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Rozdziat 1. Warunki konieczne optymalizacji

e Twierdzenie. Niech C C R", a funkcja f : C — R. Rozwazmy
problem

(Q) min f(x).

xeC

Jesli punkt x € C jest rozwiazaniem problemu (Q) oraz f jest
rézniczkowalna w X, to

— v f(x) € Nc(%).

@ Zatem w szczegdlnosci jesli rozwiazaniem problemu (Q) jest
x € int(C), to
vi(x)=0.
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Rozdziat 2. Warunki wystarczajace optymalizacji

e Kazdy punkt x € int(C), dla ktérego
v(x)=0

nazywamy punktem krytycznym (,podejrzanym o ekstremum”).
@ Oczywiscie X nie musi by¢ ekstremum.

o Aby wykazaé, ze x jest ekstremum, trzeba sprawdzi¢ jeszcze
warunki drugiego rzedu (warunki wystarczajace maksymalizacji).

e Dla funkgji jednej zmiennej, nalezy oceni¢ znak f”/(x).

o Dla funkcji n zmiennych, odpowiednikiem jest okre$lonos¢
macierzy drugiej pochodnej D?f(x).
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Rozdziat 2. Warunki wystarczajace maksymalizacji

@ Macierz M, x,, jest dodatnio okreslona, gdy:
Q@ V(vER) : v Mv>0o0razv Mv=0 <= v=0.
@ Minory gtéwne di, da, ..., d, sa dodatnie.
© Wszystkie wartosci wtasne M sa dodatnie.

o Macierz M,y jest pétdodatnio okreslona, gdy:
Q@ V(veR):v Mv>0.
@ Wszystkie minory gtéwne sa nieujemne (nie tylko di, do, ..., dn!).
© Wszystkie wartosci wtasne M sa nieujemne.

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 2. Warunki wystarczajace maksymalizacji

o Macierz M,y jest ujemnie okreslona, gdy:
Q@ V(veR): v Mv<Oorazv Mv=0 <= v=0.
© Minory gtéwne nieparzyste di, ds, ... sa ujemne. Minory gtéwne
parzyste d», ds, ... sa dodatnie.
© Wszystkie wartosci wtasne M sa ujemne.

o Macierz M,y ,, jest pétujemnie okreslona, gdy:
Q@ V(veR): v Mv<O.
© Wszystkie minory gtéwne nieparzyste sa niedodatnie, a parzyste —
nieujemne (nie tylko di, do, ..., dn!).
© Wszystkie wartosci wtasne M s3 niedodatnie.
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Rozdziat 2. Warunki wystarczajace maksymalizacji

e Twierdzenie. Niech C C R", a funkcja f : C — R. Rozwazmy
problem

(P) max f(x).

Wezmy punkt krytyczny bedacy punktem wewnetrznym zbioru,
x € int(C). Jedli f jest dwukrotnie rézniczkowalna w X oraz D*f(x)
jest ujemnie okreslona, to x jest lokalnym rozwiazaniem problemu

(P).

o Twierdzenie. Niech C C R", a funkcja f : C — R. Rozwazmy
problem

(Q) min f(x).

xeC

Wezmy punkt krytyczny bedacy punktem wewnetrznym zbioru,
x € int(C). Jedli f jest dwukrotnie rézniczkowalna w X oraz D?f(X)
jest dodatnio okreslona, to X jest lokalnym rozwigzaniem problemu

Q).
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Rozdziat 2. Warunki wystarczajace maksymalizacji

o Twierdzenie. Niech U C R” bedzie wypukty, a funkcja f : U — R.
Rozwazmy problem

P f(x).

(P) maxf(x)

Wezmy punkt krytyczny bedacy punktem wewnetrznym zbioru,
x € int(U). Jedli f jest wklesta na U, to x jest globalnym
rozwiazaniem problemu (P).

o Twierdzenie. Niech U C R” bedzie wypukty, a funkcja f : U — R.
Rozwazmy problem

in f(x).
(Q) minf(x)
Wezmy punkt krytyczny bedacy punktem wewnetrznym zbioru,
x € int(U). Jedli f jest wypukta na U, to X jest globalnym
rozwiazaniem problemu (Q).
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Rozdziat 2. Warunki wystarczajace maksymalizacji

o Wypuktos¢ i wklesto$¢ funkcji a macierz drugiej pochodnej.

e Twierdzenie. Niech funkcja f € C? odwzorowuje f : U C R” — R,
gdzie U jest zbiorem otwartym i wypuktym. Wtedy

f wypukta na U <= D?f(x) pétdodatnio okreslona na U.

e Twierdzenie. Niech funkcja f € C? odwzorowuje f : U C R" — R,
gdzie U jest zbiorem otwartym i wypuktym. Wtedy

f wklesta na U <= D?f(x) pétujemnie okreslona na U.

o Uwaga: dodatnia/ujemna okreslnono$¢ wystarczy sprawdzi¢ w x, a
pétdodatnia/pdtujemna musimy sprawdzi¢ dla catego wypuktego
podzbioru U 3 X.
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Rozdziat 2. Warunki wystarczajace maksymalizacji

@ Mozliwy algorytm rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych np.

(P) max f(x).

@ Czy mozna wykaza¢ istnienie max? (Tw. Weierstrassa? , Koercja'"?)

@ Punkty krytyczne w int(C): 7f(x) = 0.

© Okredlonos¢ macierzy D*f(x) dla x (i potencjalnie jego otoczenia).

© Punkty nieciagtosci 7

@ Czy ekstrema globalne moga by¢ na brzegu zbioru C? Jedli tak, to
poszukujemy ekstreméw takze na brzegu. Tam zamiast \7f(X) =0
mamy /f(X) € Nc(x) (zob. kolejny wyktad!).
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