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Rozdzia l 1. Wypuk lość

Zbiór wypuk ly. Zbiór C ∈ Rn jest wypuk ly, gdy

∀x ∈ C , y ∈ C , λ ∈ [0, 1] : λx + (1− λ)y ∈ C .

Ćwiczenie. Wykaż, że zbiór spe lniaj ↪acy nieco s labszy warunek:

∀x ∈ C , y ∈ C :
1

2
(x + y) ∈ C

nie musi być wypuk ly.

Zbiór ścísle wypuk ly. Zbiór C ∈ Rn jest ścísle wypuk ly, gdy

∀x ∈ clC , y ∈ clC , λ ∈ (0, 1) : λx + (1− λ)y ∈ intC .

Podprzestrzeń afiniczna. Zbiór C jest podprzestrzeni ↪a afiniczn ↪a,
gdy

∀x ∈ C , y ∈ C , λ ∈ R : λx + (1− λ)y ∈ C .
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Rozdzia l 1. Wypuk lość

Sympleks jednostkowy to zbiór Sn−1 ∈ Rn postaci

Sn−1 = {(λ1, ..., λn) ∈ Rn
+ :

n∑
i=1

λi = 1}.

Sympleks jest wypuk ly, domkni ↪ety, ograniczony (a wi ↪ec i zwarty).

Kombinacja wypuk la. Niech (xi )
k
i=1 oznacza k punktów w Rn.

Kombinacj ↪a wypuk l ↪a tych punktów jest każdy punkt x ∈ Rn taki, że

∃λ ∈ Sn−1 x =
k∑

i=1

λixi .

Kombinacja afiniczna. Niech (xi )
k
i=1 oznacza k punktów w Rn.

Kombinacj ↪a afiniczn ↪a tych punktów jest każdy punkt x ∈ Rn taki, że

∃λ ∈ Rk x =
k∑

i=1

λixi ,
k∑

i=1

λi = 1.
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Rozdzia l 1. Wypuk lość

Twierdzenie. Zbiór C ⊂ Rn jest wypuk ly wtt gdy C zawiera
wszystkie kombinacje wypuk le skończonych rodzin elementów C .
Dowód.

Twierdzenie. Zbiór C ⊂ Rn jest podprzestrzeni ↪a afiniczn ↪a wtt gdy
C zawiera wszystkie kombinacje afiniczne skończonych rodzin
elementów C .
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Rozdzia l 1. Wypuk lość

Otoczka wypuk la zbioru C ⊂ Rn, oznaczana jako co(C ), jest
cz ↪eści ↪a wspóln ↪a wszystkich zbiorów wypuk lych w Rn zawieraj ↪acych
C .

Otoczka afiniczna zbioru C ⊂ Rn, oznaczana jako Aff (C ), jest
cz ↪eści ↪a wspóln ↪a wszystkich podprzestrzeni afinicznych w Rn

zawieraj ↪acych C .

Twierdzenie. Zbiór co(C ) jest zbiorem wszystkich kombinacji
wypuk lych elementów zbioru C .
Dowód.

Twierdzenie. Zbiór Aff (C ) jest zbiorem wszystkich kombinacji
afinicznych elementów zbioru C .

Wielościan wypuk ly jest otoczk ↪a wypuk l ↪a zbioru skończonego.
(Np. odcinek jest otoczk ↪a wypuk l ↪a zbioru dwuelementowego.
Sympleks jednostkowy jest otoczk ↪a wypuk l ↪a zbioru n wektorów
jednostkowych.)
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Rozdzia l 1. Wypuk lość

Stożek z wierzcho lkiem 0 ∈ Rn to zbiór C spe lniaj ↪acy

∀x ∈ C , t ≥ 0 : tx ∈ C .

Ćwiczenie. Czy te zbiory s ↪a stożkami? Czy s ↪a stożkami wypuk lymi?

A = {(x , y) ∈ R2 : y = 3x , x ≥ 0}

B = {(x , y) ∈ R2 : xy = 0}
C = {(x , y) ∈ R2 : xy = 1, x ≥ 0}

D = {(x , y , z) ∈ R3 : z ≥ ||(x , y)||} = {(x , y , z) ∈ R3 : z ≥
√

x2 + y2}
E = {(x , y , z) ∈ R3 : z ≥ x2 + y2}

Twierdzenie. Stożek K jest wypuk ly wtt gdy jest stabilny
wzgl ↪edem dodawania, tj.

∀x ∈ K , y ∈ K x + y ∈ K .

Dowód.
Otoczka stożkowa zbioru C ⊂ Rn, oznaczana jako K (C ), jest
cz ↪eści ↪a wspóln ↪a wszystkich stożków wypuk lych w Rn zawieraj ↪acych
C .
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Rozdzia l 2. Stożki styczne i normalne

Stożek styczny do zbioru C ∈ Rn w punkcie x̄ to zbiór TC (x̄)
wszystkich kierunków stycznych oraz skierowanych do wewn ↪atrz
zbioru C .

Tc(x̄) = {d ∈ Rn : ∃(xn) ⊂ C , (εn) ⊂ R+ lim
n→∞

xn − x̄

εn
= d .

TC (x̄) jest stożkiem.

Jeśli x ∈ int(C ), to TC (x̄) = Rn (wszystkie kierunki s ↪a ”
do

wewn ↪atrz”).
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Rozdzia l 2. Stożki styczne i normalne

Stożek normalny do zbioru C ∈ Rn w punkcie x̄ to zbiór NC (x̄)
wszystkich kierunków skierowanych na zewn ↪atrz zbioru C .

Nc(x̄) = {d ∈ Rn : ∀w ∈ TC (x̄) < w , d >≤ 0}.

NC (x̄) jest stożkiem.

Jeśli x ∈ int(C ), to NC (x̄) = {0} (wszystkie kierunki s ↪a ”
do

wewn ↪atrz”).

Jeśli C jest wypuk ly, to:

NC (x̄) = {d ∈ Rn : ∀x ∈ C , < x − x̄ , d >≤ 0}.
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