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Podstawowe definicje

Rozważamy nast ↪epuj ↪ace problemy optymalizacyjne:

(P) max
x∈C

f (x).

(Q) min
x∈C

f (x).

Wartości ↪a problemu (P) i (Q) s ↪a odpowiednio:

Val(P) = sup
x∈C

f (x),

Val(Q) = inf
x∈C

f (x).

Gdy f jest nieograniczona z góry, to piszemy Val(P) = +∞.

Gdy f jest nieograniczona z do lu, to piszemy Val(Q) = −∞.
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Podstawowe definicje

Maksimum globalne. Punkt x̄ ∈ C jest rozwi ↪azaniem problemu
(P), co zapisujemy x̄ ∈ Sol(P), gdy

Val(P) = max
x∈C

f (x) = f (x̄).

∀x ∈ C f (x) ≤ f (x̄).

Minimum globalne. Punkt x̄ ∈ C jest rozwi ↪azaniem problemu (Q),
co zapisujemy x̄ ∈ Sol(Q), gdy

Val(Q) = min
x∈C

f (x) = f (x̄).

∀x ∈ C f (x) ≥ f (x̄).
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Podstawowe definicje

Maksimum lokalne. Punkt x̄ ∈ C jest maksimum lokalnym f , gdy

∃ε > 0 ∀x ∈ C ∩ Bx̄(ε) f (x) ≤ f (x̄).

Maksimum lokalne. Punkt x̄ ∈ C jest minimum lokalnym f , gdy

∃ε > 0 ∀x ∈ C ∩ Bx̄(ε) f (x) ≥ f (x̄).
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Podstawowe definicje

Rozważamy nast ↪epuj ↪ace problemy optymalizacyjne:

(P) max
x∈C

f (x).

(Q) min
x∈C

f (x).

Ci ↪ag (xn) ⊂ C jest ci
↪

agiem maksymalizuj
↪

acym, gdy

lim
n→∞

f (xn) = Val(P).

Ci ↪ag (yn) ⊂ C jest ci
↪

agiem minimalizuj
↪

acym, gdy

lim
n→∞

f (yn) = Val(Q).

Ci ↪ag maksymalizuj ↪acy i minimalizuj ↪acy zawsze istniej ↪a. Także wtedy,
gdy nie istniej ↪a ekstrema globalne.
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Rozdzia l 1. Funkcje jednej zmiennej

Ćwiczenie. Znajdź minimum f (x) = x + 1
x na zbiorze R \ {0}.

Ćwiczenie. Znajdź minimum f (x , y) = x2 + y2 na zbiorze
{(x , y) ∈ [0, 1]2 : x + y = 1}.
Ćwiczenie. Znajdź wartość, maksimum globalne oraz ci ↪ag
maksymalizuj ↪acy f (x) = ex

x na zbiorze [1, 2], a także (0,+∞).
Znajdź minimum globalne i lokalne oraz wartość dla problemu
minimalizacji tej funkcji.
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Rozdzia l 2. Istnienie rozwi ↪azań problemów
optymalizacyjnych

Teraz wskażmy kryteria, przy których ekstrema funkcji na pewno
istniej ↪a.

Twierdzenie Weierstrassa. Niech f : C → R b ↪edzie ci ↪ag la, a
C ∈ Rn – zwarty. Wtedy problemy optymalizacyjne

(P) max
x∈C

f (x)

(Q) min
x∈C

f (x)

maj ↪a (co najmniej jedno) rozwi ↪azanie.
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Rozdzia l 2. Istnienie rozwi ↪azań problemów
optymalizacyjnych

Twierdzenie. Niech f : C → R b ↪edzie ci ↪ag la, a C ∈ Rn –
domkni ↪ety (ale nieograniczony). Jeśli f spe lnia kryterium

”
koercji”:

lim
||x||→∞

f (x) = +∞,

to problem optymalizacyjny

(Q) min
x∈C

f (x)

ma (co najmniej jedno) rozwi ↪azanie.

Twierdzenie. Niech f : C → R b ↪edzie ci ↪ag la, a C ∈ Rn –
domkni ↪ety (ale nieograniczony). Jeśli f spe lnia kryterium

”
koercji”:

lim
||x||→∞

f (x) = −∞,

to problem optymalizacyjny

(P) max
x∈C

f (x)

ma (co najmniej jedno) rozwi ↪azanie.
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Rozdzia l 2. Istnienie rozwi ↪azań problemów
optymalizacyjnych

Twierdzenie Weierstrassa nie dzia la, gdy

f nie jest ci ↪ag la, lub
zbiór C nie jest domkni ↪ety, lub
zbiór C nie jest ograniczony, a funkcja f nie spe lnia warunku

”
koercji”.

Przyk lady.
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Rozdzia l 2. Istnienie rozwi ↪azań problemów
optymalizacyjnych

Funkcja pó lci
↪

ag la z góry. f : C → R jest pó lci ↪ag la z góry, jeśli dla
każdego λ ∈ R zbiór

{x ∈ C : f (x) ≥ λ

jest domkni ↪etym podzbiorem C .

Funkcja pó lci
↪

ag la z do lu. f : C → R jest pó lci ↪ag la z do lu, jeśli dla
każdego λ ∈ R zbiór

{x ∈ C : f (x) ≤ λ

jest domkni ↪etym podzbiorem C .

Funkcja jednocześnie pó lci ↪ag la z góry i z do lu jest ci ↪ag la.
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Rozdzia l 2. Istnienie rozwi ↪azań problemów
optymalizacyjnych

Twierdzenie. Niech f : C → R b ↪edzie pó lci ↪ag la z do lu, a C ∈ Rn –
domkni ↪ety (ale nieograniczony). Jeśli f spe lnia kryterium

”
koercji”:

lim
||x||→∞

f (x) = +∞,

to problem optymalizacyjny

(Q) min
x∈C

f (x)

ma (co najmniej jedno) rozwi ↪azanie.

Twierdzenie. Niech f : C → R b ↪edzie pó lci ↪ag la z góry, a C ∈ Rn –
domkni ↪ety (ale nieograniczony). Jeśli f spe lnia kryterium

”
koercji”:

lim
||x||→∞

f (x) = −∞,

to problem optymalizacyjny

(P) max
x∈C

f (x)

ma (co najmniej jedno) rozwi ↪azanie.
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Rozdzia l 2. Istnienie rozwi ↪azań problemów
optymalizacyjnych

Ćwiczenie. Niech f (x , y) = exy + x2 − x + y2 − 10y dla
(x , y) 6= (0, 0) oraz f (0, 0) = 0. Wykaż istnienie minimum
globalnego.
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