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Rozdzia l 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Rozważmy problem stochastyczny

maxEt

∞∑
τ=t

βτ−tu(cτ , sτ ) p.w . sτ+1 = m(cτ , sτ , ετ ),

gdzie εt jest procesem stochastycznym, np. εt ∼ iid N(0, σ) lub
εt ∼ AR(1).

Stochastyczne równanie Bellmana:

V (st , εt) = max
ct
{u(ct , st) + βEtVt+1(st+1, εt+1)}.

Uwagi:

Należy śledzić bież ↪acy zbiór informacyjny (co jest znane w momencie
podejmowania decyzji?)
Brak perfect foresight.
Wykorzystujemy zasad ↪e von Neumanna–Morgensterna
maksymalizacji oczekiwanej użyteczności.
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Rozdzia l 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Operator warunkowej wartości oczekiwanej Et . W lasności:

EtXt+1 = E(Xt+1|Θt), gdzie Θt – zbiór informacyjny. E jest
wartości ↪a oczekiwan ↪a.
Θt ⊂ Θt+1 ⊂ Θt+2 ⊂ ...

E(X + Y ) = EX + EY ,
E(aX ) = a · EX ,
EXY 6= EX · EY , chyba że X i Y s ↪a nieskorelowane,
Ef (X ) 6= f (EX ), chyba że f jest liniowa;

Prawo iterowanych oczekiwań (ang. LIE): EtXt+2 = Et(Et+1Xt+2).
Regu la Leibniza:

∂

∂α

∫
X

f (x , α)dx =

∫
X

∂f

∂α
(x , α)dx ,

∂

∂α
EXα = E

(
∂Xα

∂α

)
.
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Rozdzia l 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Wyprowadzenie równania Eulera przy za lożeniu, że εt jest znany
w chwili podejmowania decyzji o ct (konwencja czasowa).

∂u
∂ct
∂m
∂ct

= βEt

(
∂u
∂ct+1

· ∂m
∂st+1

∂m
∂ct+1

− ∂u

∂st+1

)
.

W szczególności jeśli ∂u
∂st+1

= 0, to:

βEt

(
∂u
∂ct+1

∂u
∂ct

∂m
∂ct
∂m
∂ct+1

∂m

∂st+1

)
= 1.
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Rozdzia l 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Podstawowy model RBC (stochastyczny model Ramseya):

maxEt

∞∑
τ=t

βτ−tu(cτ ) p.w . kτ+1 = Aτk
α
τ + (1− δ)kτ − cτ ,

gdzie At ∼ iid N(µ, σ) jest szokiem technologicznym.

Rozważ m.in. przyk lad z neutralności ↪a wzgl ↪edem ryzyka, u(ct) = ct .
Znajdź i zinterpretuj funkcj ↪e polityki.

Podstawowy model wyceny aktywów. Gospodarstwa domowe
rozwi ↪azuj ↪a problem:

maxEt

∞∑
τ=t

βτ−tu(cτ ) p.w . kτ+1 = (1+rτ )kατ +
wτ
vτ
−pτ
vτ

cτ , rτ =
wK
τ

vτ
−δ,

gdzie vt jest cen ↪a kapita lu w jednostkach p lacy, a pt jest cen ↪a dobra
konsumpcyjnego w jednostkach p lacy. P laca jest numeraire.
Firmy rozwi ↪azuj ↪a problem statyczny:

max
K ,L

Π(K , L) = pF (K , L)− wKK − wL.

W skali ca lej gospodarki, Kt+1 = (1− δ)Kt + F (Kt , Lt)− Ct .
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Rozdzia l 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Co dalej?? Równanie Eulera nie daje funkcji polityki ani funkcji wartości.
Jak

”
rozwi ↪azać” model?

1 Metoda iteracji funkcji wartości. Iterujemy operator Bellmana T w
celu znalezienia punktu sta lego – funkcji wartości:

v0(s)→ v1(s) = T (v0(s))→ v2(s) = T (v1(s))→ ...

2 Analiza modelu zloglinearyzowanego (cz ↪esta np. w literaturze
DSGE)

deterministyczny stan ustalony
log-linearyzacja równania Bellmana i równania ruchu wokó l
deterministycznego stanu ustalonego
rekursywne równanie ruchu (RLOM)
funkcje reakcji na impuls (IRF)
porównanie charakterystyk danych symulowanych oraz rzeczywistych
(
”
momenty”)
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Rozdzia l 2. Loglinearyzacja

Deterministyczny stan ustalony

ct+1 = ct ∀t ≥ 0,

st+1 = st ∀t ≥ 0,

ignorujemy losowość: Ext+1 = xt+1

Loglinearyzacja

xt = x̄ · xtx̄ = x̄e ln(xt/x̄) = x̄e x̂t ,

ln xt = ln x̄ + x̂t ,

e x̂t ≈ 1 + x̂t ,

(1 + x̂t)
α ≈ 1 + αx̂t ,

x̂1t · x̂2t ≈ 0,

... a zatem ...

xt ≈ x̄(1 + x̂t),

x1tx2t ≈ x̄1x̄2(1 + x̂1t + x̂2t),

xαt ≈ x̄α(1 + αx̂t).
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Rozdzia l 2. Loglinearyzacja

Przyk lad. Podstawowy model RBC
Et

(
u′(ct+1)
u′(ct)

β(αAt+1k
α−1
t+1 + (1− δ))

)
= 1,

kt+1 = Atk
α
t + (1− δ)kt − ct ,

u(c) = ln c.

Po loglinearyzacji,{
ĉt − Et ĉt+1 + (1− β(1− δ))EtÂt+1 + (α− 1)(1− β(1− δ))k̂t+1 = 0,

k̂t+1 =
(

1
αβ −

1−δ
α

)
Ât + 1

β k̂t −
(
δ − 1

αβ + 1−δ
α

)
ĉt .
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Rozdzia l 2. Loglinearyzacja

Uwagi.

Po linearyzacji znikaj ↪a sta le i czynniki nieliniowe.

Wstawiaj ↪ac x̂ = 0 dla wszystkich x uzyskujemy
”
0 = 0”.

Równania opisuj ↪a zachowanie uk ladu po (dostatecznie ma lym)
wytr ↪aceniu go z deterministycznego stanu ustalonego.

Loglinearyzacja
”
zamienia iloczyny na sumy”, umożliwiaj ↪ac rozbicie

operatora wartości oczekiwanej:

EXY 6= EX · EY , ale E (X + Y ) = EX + EY .
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