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Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

@ Rozwazmy problem stochastyczny

oo

maxE, Yy B ‘u(cr,s:)  pw.  Spy1=m(cr, s, E,),
T=t

gdzie ¢, jest procesem stochastycznym, np. €; ~ iid N(0,0) lub
Et ~ AR(].)

e Stochastyczne réwnanie Bellmana:
V(St, Et) = mcax{u(ct, St) + BEt Vt+l(st+l7 €t+1)}'
t

o Uwagi:
o Nalezy $ledzi¢ biezacy zbidr informacyjny (co jest znane w momencie
podejmowania decyzji?)
o Brak perfect foresight.
o Wykorzystujemy zasade von Neumanna—Morgensterna
maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci.
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Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

@ Operator warunkowej wartosci oczekiwanej E;. Wiasnosci:
o E;Xii1 = E(Xi41|©4), gdzie ©; — zbidr informacyjny. E jest
wartoscia oczekiwana.
) @t C et+1 C et+2 C

E(X+Y)=EX+EY,

E(aX)=a- EX,

EXY # EX - EY, chyba ze X i Y sa nieskorelowane,
Ef(X) # f(EX), chyba ze f jest liniowa;

Prawo iterowanych oczekiwan (ang. LIE): E;Xio = Ei(Eiy1Xe12).
o Reguta Leibniza:

0 of
f(x,a)dx—/)(%(x,a)dx,

0 /.
0 0Xa
%EX“E(@Q)

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

o Wyprowadzenie réwnania Eulera przy zatozeniu, ze ¢; jest znany
w chwili podejmowania decyzji o ¢; (konwencja czasowa).

Ou Ou . _Om
et Octy1 OSep1 Ou
= 5Et om - .

am
e Ost11

Octi1

7 s OLI
o = :
W szczegdlnosci jesli e 0, to

86u om om
Ccti1 O _
BE: | "oy “om =1

e Do 0St41
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Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

o Podstawowy model RBC (stochastyczny model Ramseya):

oo

max E; ZBHU(CT) pw.  keyr = AkS 4+ (1 -0k, — cr,

T=t
gdzie A; ~ iid N(u, o) jest szokiem technologicznym.

Rozwaz m.in. przyktad z neutralnoscia wzgledem ryzyka, u(c:) = ¢;.
Znajdz i zinterpretuj funkcje polityki.
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Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

o Podstawowy model RBC (stochastyczny model Ramseya):

oo

max E; ZBHU(CT) pw.  keyr = AkS 4+ (1 -0k, — cr,
T=t
gdzie A; ~ iid N(u, o) jest szokiem technologicznym.
Rozwaz m.in. przyktad z neutralnoscia wzgledem ryzyka, u(c:) = ¢;.
Znajdz i zinterpretuj funkcje polityki.
o Podstawowy model wyceny aktywéw. Gospodarstwa domowe
rozwiazuja problem:

= w, wX
max EtZ,BT’tu(cT) p-w. kry1 = (1+r7)k$‘+—T—&cT, rr = ——-9,
T=t Vr Vr Vr

gdzie v; jest cena kapitatu w jednostkach ptacy, a p; jest cena dobra
konsumpcyjnego w jednostkach ptacy. Ptaca jest numeraire.
@ Firmy rozwiazuja problem statyczny:

maxM(K, L) = pF(K, L) - whK — wiL.

o W skali catej gospodarki, Kiy1 = (1 — 0)K: + F(K:, Lt) — Ce.



Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Co dalej?? Roéwnanie Eulera nie daje funkcji polityki ani funkcji wartosci.
Jak ,rozwiazaé” model?

@ Metoda iteracji funkcji wartosci. Iterujemy operator Bellmana T w
celu znalezienia punktu statego — funkcji wartosci:

vo(s) = vi(s) = T(w(s)) = wa(s) = T(va(s)) — ...

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 1. Stochastyczna zasada Bellmana

Co dalej?? Roéwnanie Eulera nie daje funkcji polityki ani funkcji wartosci.
Jak ,rozwiazaé” model?

@ Metoda iteracji funkcji wartosci. Iterujemy operator Bellmana T w
celu znalezienia punktu statego — funkcji wartosci:

vo(s) = vi(s) = T(w(s)) = wa(s) = T(va(s)) — ...

@ Analiza modelu zloglinearyzowanego (czesta np. w literaturze
DSGE)

o deterministyczny stan ustalony

o log-linearyzacja réwnania Bellmana i réwnania ruchu wokét
deterministycznego stanu ustalonego

o rekursywne réwnanie ruchu (RLOM)

o funkcje reakcji na impuls (IRF)

e poréwnanie charakterystyk danych symulowanych oraz rzeczywistych
(,,momenty”)
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Rozdziat 2. Loglinearyzacja

Deterministyczny stan ustalony
Q@ Ctt1 = C YVt > O,
@ St11 =5 Vvt Z 0,

@ ignorujemy losowo$¢: Exii1 = Xpy1
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Rozdziat 2. Loglinearyzacja

Deterministyczny stan ustalony
@ cty1=¢ Vt=>0,
@ s;1 =5 Vt>0,
@ ignorujemy losowo$¢: Exii1 = Xpy1
Loglinearyzacja
o Xt =X 3% = xenCe/%) = ze*,
o Inx; =Inx+ X,
et 1+ Ky,
(14 %)* = 1+ ak,
X X0 =0,
. a zatem ...
xe = xX(1+ %),
x1exoe 2 XX (1 + K¢ + Ror),

x¢ = X1+ ak).
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Rozdziat 2. Loglinearyzacja

e Przyktad. Podstawowy model RBC

E (U5 BlaAcakis! + (1= ) = 1,
kt+1 A k +(1_6)kt_ct
u(c)=Inc.

Po loglinearyzacji,

& — Eepr + (1= B(1 = 6)EAess + (0 = 1)(1 = B(1 = 6))kep1 = O,
kt+1:(0¢7B—T)At+ kt (5—047]?"'1;76)61—
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Rozdziat 2. Loglinearyzacja

Uwagi.
@ Po linearyzacji znikaja state i czynniki nieliniowe.
o Wstawiajac X = 0 dla wszystkich x uzyskujemy ,0 = 0".

@ Réwnania opisuja zachowanie uktadu po (dostatecznie matym)
wytraceniu go z deterministycznego stanu ustalonego.

o Loglinearyzacja ,zamienia iloczyny na sumy”, umozliwiajac rozbicie
operatora wartosci oczekiwanej:

EXY #£EX-EY, ale E(X+Y)=EX+EY.
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