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Rozdziat 1. Wokot twierdzenia Banacha

e Odwzorowanie zwezajace. Niech (X, d) bedzie przestrzenia
metryczna, T : X — X. Méwimy, ze T jest odwzorowaniem
zwezajacym (kontrakcja) z modutem S € (0, 1), jesli

V(x,y € X) d(T(x), T(y)) < Bd(x,y).

@ Przyktad. Warunek dla funkgcji rézniczkowalnych T : R — R to
[T'()l < 5.

@ Fakt. Kazde odwzorowanie zwezajace jest ciagte.
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Rozdziat 1. Wokot twierdzenia Banacha

e Twierdzenie Banacha o punkcie statym. Niech (X, d) bedzie
przestrzenia metryczna zupetna. Niech T : X — X bedzie
odwzorowaniem zwezajacym z modutem S € (0,1). Wtedy:

(a) T ma doktadnie jeden punkt staty, x* = T(x*),
(b) ciag {x0, T(x0), T(T(x0)), ...} zbiega do x* € X dla kazdego xo € X.

e Dowdd (wazny!).

e Uwaga 1: Punkt (b) definiuje metode kolejnych przyblizer.

o Uwaga 2: Przestrzen unormowana i zupetna = przestrzen Banacha.
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Rozdziat 1. Wokot twierdzenia Banacha

o Twierdzenie o ciagtej zaleznosci punktu statego od
parametréw. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupetna
(przestrzenia ,,zmiennych”), a (2, p) — bedzie przestrzenia metryczna
zupetna (przestrzenia ,parametréw”). Niech T : X x Q — X,
zapisywana jako T(x,a), bedzie:

(a) ciagta wzgledem «,

(b) dla kazdego a € Q, niech T(x,a) = Tu(x) bedzie odwzorowaniem
zwezajacym.

Wtedy x*(«), gdzie x* : Q — X, tj. punkt staty traktowany jako

funkcja parametréw, jest funkcja ciagta.

e Dowdd (wazny!).

Jakub Growiec Optymalizacja zaawansowana



Rozdziat 1. Wokot twierdzenia Banacha

e Twierdzenie Blackwella. Warunki wystarczajace, by odwzorowanie
byto zwezajace. Niech B(R",R) bedzie zbiorem funkgji ciagtych i
ograniczonych z norma supremum || - ||, tj. ||f|| = supepn |F(X)].
Jedli operator T : B(R",R) — B(R",R) spetnia

@ monotonicznos¢: Y(f, g) € B(R",R)

V(x € R") f(x) < g(x) = V(x €R") T(f(x)) < T(g(x)),
@ dyskontowanie: 3(8 € (0,1))
V(f € BR",R),x e R",aa>0) T(f(x)+«a) < T(f(x))+ Ba,

wtedy T jest zwezajacy.
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Rozdziat 2. Istnienie i jednoznacznos¢ funkcji wartosci

@ Przypomnijmy réwnanie Bellmana.

V(x) = u’g?é ){f(xt, ue) + BV (xe11)}s Xer1 = M(Xt, Ut).

o Operator Bellmana:
T(V(x)) = max {£(x. u) + BV(m(x, u))}

o Jedli operator Bellmana T : B(R",R) — B(R",R) jest
odwzorowaniem zwezajacym, a I'(x) jest zwarty, to istnieje doktadnie
jeden punkt staty V* € B(R", R).

e Twierdzenie (wniosek z tw. Banacha i Blackwella). Niech

o f:R" — R bedzie ciagta i ograniczona;

o m:R" — R¥ bedzie ciagta,

o zbidr I'(x) bedzie niepusty, zwarty i zalezny od x w sposéb ciagty,
wtedy T : B(R",R) — B(R",R) jest odwzorowaniem zwezajacym, a
wiec posiadajacym doktadnie jeden punkt staty V* € B(R",R).
Funkcja V* jest funkcja wartosci dla rozwazanego problemu
optymalizacyjnego.
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Rozdziat 2. Istnienie i jednoznacznos¢ funkcji wartosci

e Aplikacja do modelu (1): model potowu ryb / wycinki lasu.
o Aplikacja do modelu (2): model Ramseya.

@ Model. Rozwazmy nastepujacy model poszukiwan na rynku pracy:
o W kazdym momencie t = 0,1,2,... do osoby bezrobotnej naptywa
oferta pracy w;, gdzie w; ~ Ula, b].
o Decyzja: przyja¢ lub odrzucié.
o Osoba zatrudniona moze zosta¢ zwolniona z egzogenicznym
prawdopodobieristwem A\ > 0.
o Osoba maksymalizuje oczekiwang zdyskontowana sume ptac,

max Ey (i ﬂtwt> .

t=0
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Rozdziat 2. Istnienie i jednoznacznos¢ funkcji wartosci

® Zadanie. Niech a € (0,1),3 € (0,1), ko > 0. Rozwazmy
nastepujacy problem optymalizacyjny:

V(ky) = sup Zﬁfm(k —ker1),  (VEEN)0< kg < k2.
(ke)een t—o

@ Przypomnij, dlaczego szereg Y oo t3° jest zbiezny.

@ Dla kazdego k > 0 niech
C(k) = {(ke)ten : ko =k, (Vt € N) 0 < key1 < k{'} bedzie zbiorem
decyzji dopuszczalnych. Wykaz, ze dla kazdego (k¢):en € C(k)
funkcja celu jest poprawnie zdefiniowana (suma istnieje i jest
skoriczona).

© Dla kazdej funkgji f : (0, +00) — R, zdefiniujmy nowa funkcje T(f)
postaci:

T(f)= sup {In(k™ —x)+ Bf(x)}.

0<x<k*

Wykaz, ze V spetnia réwnanie Bellmana T(V) = V.
@ Wykaz, ze rozwazany problem ma doktadnie jedno rozwigzanie
optymalne.
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