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Rozdzia l 1. Wokó l twierdzenia Banacha

Odwzorowanie zw
↪
eżaj

↪
ace. Niech (X , d) b ↪edzie przestrzeni ↪a

metryczn ↪a, T : X → X . Mówimy, że T jest odwzorowaniem
zw ↪eżaj ↪acym (kontrakcj ↪a) z modu lem β ∈ (0, 1), jeśli

∀(x , y ∈ X ) d(T (x),T (y)) ≤ βd(x , y).

Przyk lad. Warunek dla funkcji różniczkowalnych T : R→ R to
|T ′(x)| ≤ β.

Fakt. Każde odwzorowanie zw ↪eżaj ↪ace jest ci ↪ag le.
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Rozdzia l 1. Wokó l twierdzenia Banacha

Twierdzenie Banacha o punkcie sta lym. Niech (X , d) b ↪edzie
przestrzeni ↪a metryczn ↪a zupe ln ↪a. Niech T : X → X b ↪edzie
odwzorowaniem zw ↪eżaj ↪acym z modu lem β ∈ (0, 1). Wtedy:

(a) T ma dok ladnie jeden punkt sta ly, x∗ = T (x∗),
(b) ci ↪ag {x0,T (x0),T (T (x0)), ...} zbiega do x∗ ∈ X dla każdego x0 ∈ X .

Dowód (ważny!).

Uwaga 1: Punkt (b) definiuje metod ↪e kolejnych przybliżeń.

Uwaga 2: Przestrzeń unormowana i zupe lna = przestrzeń Banacha.
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Rozdzia l 1. Wokó l twierdzenia Banacha

Twierdzenie o ci
↪

ag lej zależności punktu sta lego od
parametrów. Niech (X , d) b ↪edzie przestrzeni ↪a metryczn ↪a zupe ln ↪a
(przestrzeni ↪a ”

zmiennych”), a (Ω, ρ) – b ↪edzie przestrzeni ↪a metryczn ↪a
zupe ln ↪a (przestrzeni ↪a ”

parametrów”). Niech T : X × Ω→ X ,
zapisywana jako T (x , α), b ↪edzie:

(a) ci ↪ag la wzgl ↪edem α,
(b) dla każdego α ∈ Ω, niech T (x , α) = Tα(x) b ↪edzie odwzorowaniem

zw ↪eżaj ↪acym.

Wtedy x∗(α), gdzie x∗ : Ω→ X , tj. punkt sta ly traktowany jako
funkcja parametrów, jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a.

Dowód (ważny!).
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Rozdzia l 1. Wokó l twierdzenia Banacha

Twierdzenie Blackwella. Warunki wystarczaj ↪ace, by odwzorowanie
by lo zw ↪eżaj ↪ace. Niech B(Rn,R) b ↪edzie zbiorem funkcji ci ↪ag lych i
ograniczonych z norm ↪a supremum || · ||, tj. ||f || = supx∈Rn |f (x)|.
Jeśli operator T : B(Rn,R)→ B(Rn,R) spe lnia

1 monotoniczność: ∀(f , g) ∈ B(Rn,R)

∀(x ∈ Rn) f (x) ≤ g(x)⇒ ∀(x ∈ Rn) T (f (x)) ≤ T (g(x)),

2 dyskontowanie: ∃(β ∈ (0, 1))

∀(f ∈ B(Rn,R), x ∈ Rn, α ≥ 0) T (f (x) + α) ≤ T (f (x)) + βα,

wtedy T jest zw ↪eżaj ↪acy.
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Rozdzia l 2. Istnienie i jednoznaczność funkcji wartości

Przypomnijmy równanie Bellmana.

V (xt) = max
ut∈Γ(xt)

{f (xt , ut) + βV (xt+1)}, xt+1 = m(xt , ut).

Operator Bellmana:

T (V (x)) = max
u∈Γ(x)

{f (x , u) + βV (m(x , u))}.

Jeśli operator Bellmana T : B(Rn,R)→ B(Rn,R) jest
odwzorowaniem zw ↪eżaj ↪acym, a Γ(x) jest zwarty, to istnieje dok ladnie
jeden punkt sta ly V ∗ ∈ B(Rn,R).

Twierdzenie (wniosek z tw. Banacha i Blackwella). Niech
f : Rn → R b ↪edzie ci ↪ag la i ograniczona;
m : Rn → Rk b ↪edzie ci ↪ag la,
zbiór Γ(x) b ↪edzie niepusty, zwarty i zależny od x w sposób ci ↪ag ly,

wtedy T : B(Rn,R)→ B(Rn,R) jest odwzorowaniem zw ↪eżaj ↪acym, a
wi ↪ec posiadaj ↪acym dok ladnie jeden punkt sta ly V ∗ ∈ B(Rn,R).
Funkcja V ∗ jest funkcj

↪
a wartości dla rozważanego problemu

optymalizacyjnego.
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Rozdzia l 2. Istnienie i jednoznaczność funkcji wartości

Aplikacja do modelu (1): model po lowu ryb / wycinki lasu.

Aplikacja do modelu (2): model Ramseya.

Model. Rozważmy nast ↪epuj ↪acy model poszukiwań na rynku pracy:

W każdym momencie t = 0, 1, 2, ... do osoby bezrobotnej nap lywa
oferta pracy wt , gdzie wt ∼ U[a, b].
Decyzja: przyj ↪ać lub odrzucić.
Osoba zatrudniona może zostać zwolniona z egzogenicznym
prawdopodobieństwem λ > 0.
Osoba maksymalizuje oczekiwan ↪a zdyskontowan ↪a sum ↪e p lac,

maxE0

(
∞∑
t=0

βtwt

)
.
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Rozdzia l 2. Istnienie i jednoznaczność funkcji wartości

Zadanie. Niech α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), k0 > 0. Rozważmy
nast ↪epuj ↪acy problem optymalizacyjny:

V (k0) = sup
(kt)t∈N

∞∑
t=0

βt ln(kα
t − kt+1), (∀t ∈ N) 0 < kt+1 < kα

t .

1 Przypomnij, dlaczego szereg
∑∞

t=0 tβ
t jest zbieżny.

2 Dla każdego k > 0 niech
C(k) = {(kt)t∈N : k0 = k, (∀t ∈ N) 0 < kt+1 < kαt } b ↪edzie zbiorem
decyzji dopuszczalnych. Wykaż, że dla każdego (kt)t∈N ∈ C(k)
funkcja celu jest poprawnie zdefiniowana (suma istnieje i jest
skończona).

3 Dla każdej funkcji f : (0,+∞)→ R, zdefiniujmy now ↪a funkcj ↪e T (f )
postaci:

T (f ) = sup
0<x<k∗

{ln(kα − x) + βf (x)}.

Wykaż, że V spe lnia równanie Bellmana T (V ) = V .
4 Wykaż, że rozważany problem ma dok ladnie jedno rozwi ↪azanie

optymalne.
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