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Uktady dynamiczne

Rozwiazanie modelu dynamicznego bardzo czesto mozna zapisaé
rekursywnie, czyli w postaci uktadu dynamicznego, np.

Xer1 = F(Xe) lub X'(t) = f(x(t)).
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Uktady dynamiczne

Rozwiazanie modelu dynamicznego bardzo czesto mozna zapisaé
rekursywnie, czyli w postaci uktadu dynamicznego, np.

Xer1 = F(Xe) lub X'(t) = f(x(t)).

Zmiennos¢ x w czasie zalezy od warunkéw poczatkowych, x(0). Mozliwe,
ze istnieja warunki poczatkowe prowadzace do pewnych specyficznych
typdéw Sciezek czasowych x(t):
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Uktady dynamiczne

Rozwiazanie modelu dynamicznego bardzo czesto mozna zapisaé
rekursywnie, czyli w postaci uktadu dynamicznego, np.

Xer1 = F(Xe) lub X'(t) = f(x(t)).

Zmiennos¢ x w czasie zalezy od warunkéw poczatkowych, x(0). Mozliwe,
ze istnieja warunki poczatkowe prowadzace do pewnych specyficznych
typdéw Sciezek czasowych x(t):

Stan ustalony (steady state) — funkcja x(t) stata w czasie: x;11 = x;

lub x'(t) = 0 dla kazdego t. Fakt: niemal kazdy model
makroekonomiczny ma stan ustalony.
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Uktady dynamiczne

Rozwiazanie modelu dynamicznego bardzo czesto mozna zapisaé
rekursywnie, czyli w postaci uktadu dynamicznego, np.

Xer1 = F(Xe) lub X'(t) = f(x(t)).

Zmiennos¢ x w czasie zalezy od warunkéw poczatkowych, x(0). Mozliwe,
ze istnieja warunki poczatkowe prowadzace do pewnych specyficznych
typdéw Sciezek czasowych x(t):

Stan ustalony (steady state) — funkcja x(t) stata w czasie: x;11 = x;
lub x'(t) = 0 dla kazdego t. Fakt: niemal kazdy model
makroekonomiczny ma stan ustalony.

Cykl deterministyczny — funkcja x(t) okresowa, np. x(t) =sint albo
np. x; = 1 dla t nieparzystych, x; = 0 dla t parzystych. Moze sie
zdarzy¢, ze taka sSciezka bedzie spetnia¢ réwnanie uktadu dynamicznego.
Fakt: cykle deterministyczne wystepuja w modelach ekonomicznych
bardzo rzadko.
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Dynamiczna optymalizacja

Dynamiczna optymalizacja

e Optymalna decyzja nie jest liczba x lecz ciagiem {xi, ..., xn}, ciagiem
nieskoriczonym {xi, x2, ...} lub funkcja f : X — R. Zmienna
niezalezna jest czas.
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Dynamiczna optymalizacja

Dynamiczna optymalizacja

e Optymalna decyzja nie jest liczba x lecz ciagiem {xi, ..., xn}, ciagiem
nieskoriczonym {xi, x2, ...} lub funkcja f : X — R. Zmienna
niezalezna jest czas.

@ Horyzont planowania: skoniczony lub nieskornczony.
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Dynamiczna optymalizacja

Dynamiczna optymalizacja

e Optymalna decyzja nie jest liczba x lecz ciagiem {xi, ..., xn}, ciagiem
nieskoriczonym {xi, x2, ...} lub funkcja f : X — R. Zmienna
niezalezna jest czas.

@ Horyzont planowania: skoniczony lub nieskornczony.

o Czas dyskretny t =0,1,2,..., T tudziez t =0,1,2,....
Czas ciagly t € [0, T] tudziez t € [0, +c0).
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Dynamiczna optymalizacja

Dynamiczna optymalizacja

e Optymalna decyzja nie jest liczba x lecz ciagiem {xi, ..., xn}, ciagiem
nieskoriczonym {xi, x2, ...} lub funkcja f : X — R. Zmienna
niezalezna jest czas.

@ Horyzont planowania: skoniczony lub nieskornczony.

o Czas dyskretny t =0,1,2,..., T tudziez t =0,1,2,....

Czas ciagly t € [0, T] tudziez t € [0, +c0).

o Jedli przestrzen, w ktdrej zanurzony jest problem optymalizacyjny,
jest nieskoriczenie wymiarowa, wymaga to innych (ogdlniejszych)
narzedzi matematycznych niz znajdowanie ekstremdéw funkcji n
zmiennych.

Jakub Growiec EMiDO



Dynamiczna optymalizacja

Dynamiczna optymalizacja

Optymalna decyzja nie jest liczba x lecz ciagiem {xi, ..., X, }, ciagiem
nieskoriczonym {xi, x2, ...} lub funkcja f : X — R. Zmienna
niezalezna jest czas.

Horyzont planowania: skonczony lub nieskoriczony.

Czas dyskretny t =0,1,2,..., T tudziez t =0,1,2,....

Czas ciagly t € [0, T] tudziez t € [0, +c0).

Jesli przestrzen, w ktérej zanurzony jest problem optymalizacyjny,
jest nieskoriczenie wymiarowa, wymaga to innych (ogdlniejszych)
narzedzi matematycznych niz znajdowanie ekstremdéw funkcji n
zmiennych.

Zmienne stanu (state variables): zmienne y(t) dla ktérych mamy
zadany warunek poczatkowy, na ogdt zwigzane réwnaniem dynamiki
(rézniczkowym badz réznicowym).

Zmienne sterujace (control variables): zmienne u(t) dla ktérych nie
mamy warunku poczatkowego, nie zwiazane réwnaniem dynamiki.
Punkt startowy u(0) dobieramy na ogét tak, by spetni¢ warunki
transwersalnosci.
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Wybrane zastosowania dynamicznej optymalizacji

Zastosowania poznanych narzedzi

@ Modele cyklu koniunkturalnego.

Jakub Growiec EMiDO



Wybrane zastosowania dynamicznej optymalizacji

Zastosowania poznanych narzedzi
@ Modele cyklu koniunkturalnego.

@ Modele wzrostu gospodarczego.
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Zastosowania poznanych narzedzi
@ Modele cyklu koniunkturalnego.
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@ Modele rynku pracy.
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Zastosowania poznanych narzedzi
@ Modele cyklu koniunkturalnego.
Modele wzrostu gospodarczego.

Modele rynku pracy.

Modele wyceny aktywdw.

Jakub Growiec EMiDO



Wybrane zastosowania dynamicznej optymalizacji

Zastosowania poznanych narzedzi
@ Modele cyklu koniunkturalnego.
@ Modele wzrostu gospodarczego.
@ Modele rynku pracy.
o Modele wyceny aktywodw.
°

Modele finanséw publicznych.
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Wybrane zastosowania dynamicznej optymalizacji

Zastosowania poznanych narzedzi
@ Modele cyklu koniunkturalnego.

Modele wzrostu gospodarczego.

Modele rynku pracy.

Modele wyceny aktywdw.

Modele finanséw publicznych.

. oraz wiele innych.

Jak wida¢, bedziemy sie koncentrowaé przede wszystkim na
zastosowaniach dynamicznej optymalizacji w makroekonomii, jednak
zastosowania mikroekonomiczne sg réwniez liczne.
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Narzedzia dynamicznej optymalizacji (1)

o Czas dyskretny, horyzont planowania skonczony: zwykte narzedzia
optymalizacji dla funkcji n zmiennych oraz programowanie
dynamiczne.

(a) Warunki konieczne i dostateczne istnienia ekstremum.
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Narzedzia dynamicznej optymalizacji (1)

o Czas dyskretny, horyzont planowania skonczony: zwykte narzedzia
optymalizacji dla funkcji n zmiennych oraz programowanie
dynamiczne.

(a) Warunki konieczne i dostateczne istnienia ekstremum.
(b) Problemy optymalizacji z warunkami ograniczajacymi
gi(x1,....,x,) =0dlai=1,...,m: metoda Lagrange'a.

L(X17 "‘7XI17)\17 "'7>\m) - f X17 X + ZAIgI X1y eee )
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Narzedzia dynamicznej optymalizacji (1)

o Czas dyskretny, horyzont planowania skonczony: zwykte narzedzia
optymalizacji dla funkcji n zmiennych oraz programowanie
dynamiczne.

(a) Warunki konieczne i dostateczne istnienia ekstremum.
(b) Problemy optymalizacji z warunkami ograniczajacymi
gi(x1,....,x,) =0dlai=1,...,m: metoda Lagrange'a.

L(X17 "‘7XI17)\17 "'7>\m) - f X17 X + ZAIgI X1y eee )

o Czas dyskretny, horyzont planowania nieskoriczony, x = (x, x2, ...):
metoda Lagrange'a oraz programowanie dynamiczne.
(a) Metoda Lagrange'a.

L(x, ) = f(x) + Z Aigi(x)
i—1
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Narzedzia dynamicznej optymalizacji (1)

o Czas dyskretny, horyzont planowania skonczony: zwykte narzedzia
optymalizacji dla funkcji n zmiennych oraz programowanie
dynamiczne.

(a) Warunki konieczne i dostateczne istnienia ekstremum.
(b) Problemy optymalizacji z warunkami ograniczajacymi
gi(x1,....,x,) =0dlai=1,...,m: metoda Lagrange'a.

L(X17 "‘7XI17)\17 "'7>\m) - f X17 X + ZAIgI X1y eee )

o Czas dyskretny, horyzont planowania nieskoriczony, x = (x, x2, ...):
metoda Lagrange'a oraz programowanie dynamiczne.
(a) Metoda Lagrange'a.

L(x, ) = f(x) + Z Aigi(x)
i—1

(b) Programowanie dynamiczne: zasada optymalnosci Bellmana
V(st) = mcax{u(ct, s¢) + BV (se41)}-




Narzedzia dynamicznej optymalizacji (2)

e Czas ciagly, horyzont planowania skoriczony, t € [0, T]: rachunek
wariacyjny lub teoria optymalnego sterowania.
(a) Poszukiwana jest funkcja y(t), y : [0, T] — R, maksymalizujaca
funkcjonat

max V[y] = / Fl(2),y' (1), £)dt.

(b) Teoria optymalnego sterowania uogdlnia ten problem do
poszukiwania dwéch funkcji y(t), u(t):

maxV[u,y]:/0 F(y(t),u(t), t)dt pw. y'(t)=f(u(t),y(t),t).
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Narzedzia dynamicznej optymalizacji (2)

e Czas ciagly, horyzont planowania skoriczony, t € [0, T]: rachunek
wariacyjny lub teoria optymalnego sterowania.
(a) Poszukiwana jest funkcja y(t), y : [0, T] — R, maksymalizujaca
funkcjonat

max V[y] = / Fl(2),y' (1), £)dt.

(b) Teoria optymalnego sterowania uogdlnia ten problem do
poszukiwania dwéch funkcji y(t), u(t):

maxV[u,y]:/0 F(y(t),u(t), t)dt pw. y'(t)=f(u(t),y(t),t).

o Czas ciagly, horyzont planowania nieskoriczony, t € [0, +00):
rachunek wariacyjny lub teoria optymalnego sterowania.
Nalezy zastapi¢ T przez +o0o w powyzszych wzorach.

(O dodatkowych problemach pézniej.)
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (1)

Przestrzen funkcyjna: przestrzen, ktérej elementami sa funkcje.

@ Przykiad: przestrzer funkcyjna X = C°(RR) jest przestrzenia
wszystkich funkcji f : R — R, ktdre sa 6-krotnie rézniczkowalne w
sposéb ciagly. Niech f(x) = €%, g(x) = |x|. Wtedy f € X, g ¢ X.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (1)

Przestrzen funkcyjna: przestrzen, ktérej elementami sa funkcje.

@ Przykiad: przestrzer funkcyjna X = C°(RR) jest przestrzenia
wszystkich funkcji f : R — R, ktdre sa 6-krotnie rézniczkowalne w
sposéb ciagly. Niech f(x) = ¥, g(x) = |x|. Wtedy f € X, g ¢ X.

@ Przyktad 2: przestrzen funkcyjna X = C(R?,R) jest przestrzenia
wszystkich funkcji ciaglych f : R> — R. Niech
f(x,y) =x—3y.8(x,y) = =5z (dodatkowo g(0,0) = 0). Wtedy
feX,g ¢ X bo g nie jest ciagta (w zerze).
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (1)

Przestrzen funkcyjna: przestrzen, ktérej elementami sa funkcje.

@ Przykiad: przestrzer funkcyjna X = C°(RR) jest przestrzenia
wszystkich funkcji f : R — R, ktdre sa 6-krotnie rézniczkowalne w
sposéb ciagly. Niech f(x) = ¥, g(x) = |x|. Wtedy f € X, g ¢ X.

@ Przyktad 2: przestrzen funkcyjna X = C(R?,R) jest przestrzenia
wszystkich funkcji ciaglych f : R> — R. Niech
f(x,y) =x—3y.8(x,y) = =5z (dodatkowo g(0,0) = 0). Wtedy
feX,g ¢ X bo g nie jest ciagta (w zerze).

Funkcjonat: funkcja, ktérej argumentem jest inna funkgja.
@ Przyktad: funkcjonat V : C*(R) — CY(R), przy czym

V(x)(t) = eX(!) przeksztatca funkcje x : R — R rézniczkowalne w
sposéb ciagty w funkcje x : R — R rézniczkowalne w sposéb ciagty.

Przyktadowo, dla x(t) = sint — 7 mamy V/(x)(t) = es"t~7.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (2)

Norma: definiowana jest aksjomatycznie.
o ||x]|=0=x=0.
e ||ax|| = |a| - ||x|| dla @ € R (dodatnia jednorodnos¢).
o |Ix+y|| < |Ix|| +|ly|| (nieréwnos¢ tréjkata).
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (2)

Norma: definiowana jest aksjomatycznie.

o ||x]|=0=x=0.

e ||ax|| = |a| - ||x|| dla @ € R (dodatnia jednorodnos¢).

o |Ix+y|| < |Ix|| +|ly|| (nieréwnos¢ tréjkata).

@ Przyktad normy w przestrzeni funkcyjnej (dla funkcji x : X — R):

[Ix[lsup = sup{[x(£)[}-
teXx
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (2)

Norma: definiowana jest aksjomatycznie.
o ||x]|=0=x=0.
e ||ax|| = |a| - ||x|| dla @ € R (dodatnia jednorodnos¢).
o |Ix+y|| < |Ix|| +|ly|| (nieréwnos¢ tréjkata).
@ Przyktad normy w przestrzeni funkcyjnej (dla funkcji x : X — R):

[Ix[lsup = sup{[x(£)[}-
teXx

e Inny przyktad (zaktadamy p € [1, +00)):

xl]2» = (/X x(t)|Pdt)’l’.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (2)

Norma: definiowana jest aksjomatycznie.

o ||x]|=0=x=0.

e ||ax|| = |a| - ||x|| dla @ € R (dodatnia jednorodnos¢).

o |Ix+y|| < |Ix|| +|ly|| (nieréwnos¢ tréjkata).

@ Przyktad normy w przestrzeni funkcyjnej (dla funkcji x : X — R):

[Ix[lsup = sup{[x(£)[}-
teXx

Inny przyktad (zaktadamy p € [1, +00)):

xl]2» = (/X x(t)|Pdt)’l’.

Norma operatora (tj. funkcjonatu): norma okreslona w przestrzeni
funkcjonatéw V : X — Y.

("]
VI = sup{[[V)I] = [Ix]] € X, [Ix]] < 1}
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (3)

Operator zwezajacy (kontrakcja) V : X — Y.
o Wymagamy, by V spetniat warunek:

1V(a) = V(x| < allxa — ]

dla dowolnych xi,xo € X i pewnego o € (0,1).
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (3)

Operator zwezajacy (kontrakcja) V : X — Y.
o Wymagamy, by V spetniat warunek:

1V(a) = V(x| < allxa — ]

dla dowolnych xi,xo € X i pewnego o € (0,1).
o Przyktad: V/(x) = 2x jest kontrakcja. V/(x) = x* nie jest kontrakgja,

bo np. dla x(t) = —y(t) =sint i norma sup mamy ||x|| = ||y|| =1
oraz ||x — y|| = 2, natomiast
V() = V)l = [[sin’(t) +sin*(t)]| = 2 = [Ix — y|].

Kontrprzyktadéw jest tu mnéstwo (nieskoriczenie wiele).
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (3)

Operator zwezajacy (kontrakcja) V : X — Y.
o Wymagamy, by V spetniat warunek:

1V(a) = V(x| < allxa — ]

dla dowolnych xi,xo € X i pewnego o € (0,1).
o Przyktad: V/(x) = 2x jest kontrakcja. V/(x) = x* nie jest kontrakgja,

bo np. dla x(t) = —y(t) =sint i norma sup mamy ||x|| = ||y|| =1
oraz ||x — y|| = 2, natomiast
V() = V)l = [[sin’(t) +sin*(t)]| = 2 = [Ix — y|].

Kontrprzyktadéw jest tu mnéstwo (nieskoriczenie wiele).

Przestrzen Banacha X: przestrzen unormowana (ze zdefiniowana norma),
w ktdrej wszystkie ciagi Cauchy’ego sa zbiezne (do granicy w X).

e Przyktady: R, [0, 1] z modutem liczby jako norma; C(R), C'(R) z
norma sup.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (3)

Operator zwezajacy (kontrakcja) V : X — Y.
o Wymagamy, by V spetniat warunek:

1V(a) = V(x| < allxa — ]

dla dowolnych xi,xo € X i pewnego o € (0,1).
o Przyktad: V/(x) = 2x jest kontrakcja. V/(x) = x* nie jest kontrakgja,

bo np. dla x(t) = —y(t) =sint i norma sup mamy ||x|| = ||y|| =1
oraz ||x — y|| = 2, natomiast
V() = V)l = [[sin’(t) +sin*(t)]| = 2 = [Ix — y|].

Kontrprzyktadéw jest tu mnéstwo (nieskoriczenie wiele).

Przestrzen Banacha X: przestrzen unormowana (ze zdefiniowana norma),
w ktdrej wszystkie ciagi Cauchy’ego sa zbiezne (do granicy w X).
e Przyktady: R, [0, 1] z modutem liczby jako norma; C(R), C'(R) z
norma sup.
@ Przyktad: przestrzed X = (0,1) nie jest przestrzenia Banacha, bo
istnieje ciag Cauchy'ego {%} C X, zbiezny do 0 ¢ X.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (4)

Twierdzenie Banacha o punkcie statym:

o Kazdy operator zwezajacy V : X — X okreslony na przestrzeni
Banacha X ma doktadnie jeden punkt staly x* € X.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (4)

Twierdzenie Banacha o punkcie statym:

o Kazdy operator zwezajacy V : X — X okreslony na przestrzeni
Banacha X ma doktadnie jeden punkt staly x* € X.

@ Przyktad: f(x) = 0,3x + 7 jest kontrakcja, [0, +00) jest przestrzenia
Banacha. tatwo sprawdzié, ze punkt staty x* € [0, +00) spetniajacy
x* = f(x*) jest doktadnie jeden, a mianowicie x* = 10.
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (4)

Twierdzenie Banacha o punkcie statym:

o Kazdy operator zwezajacy V : X — X okreslony na przestrzeni
Banacha X ma doktadnie jeden punkt staly x* € X.

@ Przyktad: f(x) = 0,3x + 7 jest kontrakcja, [0, +00) jest przestrzenia
Banacha. tatwo sprawdzié, ze punkt staty x* € [0, +00) spetniajacy
x* = f(x*) jest doktadnie jeden, a mianowicie x* = 10.

@ Przyktad 2: niech V : C}(R) — C}(R) bedzie kontrakcja. Wtedy
istnieje doktadnie jedna taka funkcja x* : R — R, ze

x*(t) = V(x*)(t).
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Podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej (4)

Twierdzenie Banacha o punkcie statym:

o Kazdy operator zwezajacy V : X — X okreslony na przestrzeni
Banacha X ma doktadnie jeden punkt staly x* € X.

@ Przyktad: f(x) = 0,3x + 7 jest kontrakcja, [0, +00) jest przestrzenia
Banacha. tatwo sprawdzié, ze punkt staty x* € [0, +00) spetniajacy
x* = f(x*) jest doktadnie jeden, a mianowicie x* = 10.

@ Przyktad 2: niech V : C}(R) — C}(R) bedzie kontrakcja. Wtedy
istnieje doktadnie jedna taka funkcja x* : R — R, ze
x*(t) = V(x*)(1).

e Metoda kolejnych przyblized: x*(t) mozna znalez¢ iterujac operator
zwezajacy V/, startujac z dowolnego punktu startowego (tj. funkgji
startowej) xo(t) w X. Bierzemy kolejno xo, V(x0), V(V(x0)), itd.
Mamy:

. n s
nlLrT;o V(xp) = x™.
Metoda kolejnych przyblizen pozwala tez oszacowaé btad
aproksymacji x* przez V"(xp) dla dowolnego skoriczonego n.
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Do czego to potrzebne?

Zastosowania w dynamicznej optymalizacji:

o Funkcjonaty i przestrzenie funkcyjne: wszedzie, gdzie pojawia sie
nieskorniczony horyzont planowania.
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Do czego to potrzebne?

Zastosowania w dynamicznej optymalizacji:

o Funkcjonaty i przestrzenie funkcyjne: wszedzie, gdzie pojawia sie
nieskorniczony horyzont planowania.

@ Normy operatoréw (funkcjonatéw): wszedzie, gdzie pojawia sie
nieskoriczony horyzont planowania i gdzie zapisujemy rozwiazania w
postaci rekursywne;j.
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Do czego to potrzebne?

Zastosowania w dynamicznej optymalizacji:

o Funkcjonaty i przestrzenie funkcyjne: wszedzie, gdzie pojawia sie
nieskorniczony horyzont planowania.

@ Normy operatoréw (funkcjonatéw): wszedzie, gdzie pojawia sie
nieskoriczony horyzont planowania i gdzie zapisujemy rozwiazania w
postaci rekursywne;j.

o Uktady dynamiczne: analiza dynamiki modeli oraz wszedzie, gdzie
zapisujemy réwnania w postaci rekursywnej.

@ Przestrzen Banacha: zawsze warto wiedzie¢, w jakiej przestrzeni sie
znajdujemy... :)

o Kontrakcje i twierdzenie Banacha: programowanie dynamiczne
(zasada Bellmana).
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