
Ekonomia Matematyczna i Dynamiczna Optymalizacja
Wyk lad: dr Jakub Growiec, SGH

22 kwietnia 2013

[Optymalizacja statyczna z warunkami ograniczaj ↪acymi.] Rozważmy nast ↪epuj ↪acy statyczny
model równowagi ogólnej, podobny do modelu konkurencji monopolistycznej Dixita–Stiglitza
(1977).

Gospodarstwa domowe maksymalizuj ↪a tu użyteczność z konsumpcji continuum niedos-
konale substytucyjnych dóbr konsumpcyjnych {ci}i∈[0,1]. Ich funkcja użyteczności przyjmuje

postać u({ci}i∈[0,1]) =
∫ 1

0
cθidi, gdzie parametr θ ∈ (0, 1) mierzy stopień substytucyjności

dóbr. Gospodarstwa domowe zwi ↪azane s ↪a ograniczeniem budżetowym
∫ 1

0
qicidi = M , gdzie

M > 0 oznacza ca lkowity maj ↪atek gospodarstwa domowego. Równocześnie gospodarstwo
domowe dostarcza na rynku

∫ 1

0
Lidi = L > 0 jednostek pracy (podaż pracy jest nieelasty-

czna). Przyjmujemy, że M i L s ↪a ustalonymi parametrami.
Każde dobro konsumpcyjne indeksowane i ∈ [0, 1] wytwarzane jest natomiast przez

odr ↪ebnego monopolist ↪e, który wyznacza jego cen ↪e qi tak, by zmaksymalizować swój zysk
πi = qici −wLi, bior ↪ac jako dane: funkcj ↪e popytu gospodarstwa domowego ci(qi), produkcj ↪e
i ceny pozosta lych monopolistów (cj, qj gdzie j ̸= i) oraz rynkow ↪a stawk ↪e p lacy w. W pro-
cesie produkcyjnym wykorzystywana jest wy l ↪acznie praca, a funkcja produkcji przyjmuje
postać liniow ↪a ci = αLi, gdzie α > 0 jest ustalonym parametrem.

1. (3 pkt.) Zapisz funkcj ↪e Lagrange’a L({ci}i∈[0,1]) dla problemu gospodarstwa domowego.
Znajdź krzyw ↪a popytu ci(qi). (Wskazówka: ci b ↪edzie zależeć także od qj, cj, gdzie
j ̸= i.)

2. (3 pkt.) Wykaż, że maksymalizacja zysku i-tego monopolisty (i ∈ [0, 1]) implikuje
narzucenie sta lej marży nad kosztem krańcowym: qi = 1

θ
· w
α

.

3. (4 pkt.) Zauważaj ↪ac symetri ↪e rozwi ↪azań dla producentów poszczególnych dóbr pośred-
nich (qi = qj = q̄, ci = cj = c̄, Li = Lj = L dla każdego i, j) oraz nast ↪epuj ↪ace
tożsamości dla wielkości zagregowanych:∫ 1

0

cidi =

∫ 1

0

c̄di = c̄,

∫ 1

0

πidi =

∫ 1

0

π̄di = π̄,

∫ 1

0

Lidi = L,

oblicz c̄, q̄, w, π̄ jako funkcje wy l ↪acznie egzogenicznych parametrów modelu: α, θ, M,L.
Wykaż, że M = wL+

∫ 1

0
πidi (ca ly maj ↪atek zostaje rozdzielony mi ↪edzy wynagrodzenie

pracy oraz zyski monopolistów).

Rozwi
↪
azanie. Funkcja Lagrange’a dla problemu gospodarstwa domowego wygl ↪ada nast ↪epu-

j ↪aco:

L({ci}i∈[0,1]) =

∫ 1

0

cθidi + λ

(
M −

∫ 1

0

qicidi

)
.
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Zróżniczkujmy j ↪a wzgl ↪edem ci oraz cj dla dowolnych i, j ∈ [0, 1], przy czym niech i ̸= j.
Mamy:

∂L
∂ci

= θcθ−1
i − λqi = 0

∂L
∂cj

= θcθ−1
j − λqj = 0

Zauważmy, że oba powyższe równania zawieraj ↪a t ↪e sam ↪a zmienn ↪a dualn ↪a λ. Obliczaj ↪ac
λ z jednego (dowolnego) z powyższych równań i wstawiaj ↪ac j ↪a do drugiego otrzymujemy
zatem nast ↪epuj ↪ac ↪a izoelastyczn ↪a (tj. zadan ↪a funkcj ↪a pot ↪egow ↪a) krzyw ↪a popytu na dobro
konsumpcyjne ci, w zależności od jego ceny qi:(

ci
cj

)θ−1

=
qi
qj

⇒ ci(qi) = cj

(
qj
qi

) 1
1−θ

.

Zapiszmy teraz problem i-tego monopolisty, produkuj ↪acego i-te dobro konsumpcyjne.
Ustala on cen ↪e qi tak, by zmaksymalizować swój zysk, równy:

πi(qi) = qici − wLi = qici −
w

α
ci = ci(qi)

(
qi −

w

α

)
.

W powyższym zapisie uwzgl ↪edniono już funkcj ↪e produkcji ci = αLi oraz fakt, iż monopolista
uwzgl ↪ednia w swoim problemie optymalizacyjnym krzyw ↪a popytu ci(qi) obliczon ↪a w punkcie
powyższym. Podkreślmy też, że wyst ↪epuj ↪ace we wzorze na krzyw ↪a popytu wielkości cj, qj,
gdzie j ̸= i, brane s ↪a przez i-tego monopolist ↪e jako dane, ustalone liczby.

Maksymalizacja zysku wzgl ↪edem ceny monopolistycznej qi implikuje:

∂πi

∂qi
(qi) = c′i(qi)

(
qi −

w

α

)
+ ci(qi) = 0.

Ponieważ ze wzoru na krzyw ↪a popytu mamy

c′i(qi) = − 1

1 − θ
cj

(
qj
qi

) 1
1−θ 1

qi
= − 1

1 − θ

ci(qi)

qi
,

zatem

− 1

1 − θ

ci(qi)

qi

(
qi −

w

α

)
+ ci(qi) = 0 ⇒ ci(qi)

(
1 − 1

1 − θ

(
1 − w

αqi

))
= 0.

Z za lożenia zachodzi ci(qi) > 0, toteż w kolejnym kroku otrzymujemy już poż ↪adany wynik,
implikuj ↪acy narzucenie przez monopolist ↪e sta lej proporcjonalnej marży 1/θ > 1 nad kosztem
krańcowym w/α:

1 − θ = 1 − w

αqi
⇒ qi =

w

αθ
.

Możemy teraz przej́sć do ostatniego podpunktu zadania. Jak  latwo zauważyć, prawa
strona powyższego wzoru na cen ↪e monopolistyczn ↪a qi nie zależy od i. Oznacza to, że za-
chodzi symetria: dla każdego i, j ∈ [0, 1], qi = qj = q̄ = w

αθ
. Wstawiaj ↪ac t ↪e równość do
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krzywej popytu ci(qi), otrzymujemy nast ↪epnie równość ci = cj = c̄ dla każdego i, j ∈ [0, 1].
Wstawiaj ↪ac to do funkcji produkcji: ci = αLi, otrzymujemy też Li = Lj = L dla każdego
i, j ∈ [0, 1]. To z kolei pozwala wyprowadzić zagregowan ↪a funkcj ↪e produkcji w omawianej
gospodarce: c̄ = αL.

Teraz możemy skorzystać z ograniczenia budżetowego gospodarstwa domowego:∫ 1

0

qicidi =

∫ 1

0

q̄c̄di = q̄c̄ = M ⇒ c̄ =
αθM

w
.

Pozostaje obliczenie równowagowej stawki p lacy w i wyrugowanie w ze wzorów na q̄
i c̄. Stawk ↪e p lacy w możemy obliczyć zestawiaj ↪ac powyższ ↪a równość, reprezentuj ↪ac ↪a (po
podstawieniu zagregowanej funkcji produkcji c̄ = αL) krzyw ↪a popytu na prac ↪e, z podaż ↪a
pracy – przy czym podaż pracy jest tu ca lkowicie nieelastyczna i wynosi po prostu L. Mamy
zatem w = θM

L
.

Wynik powyższy oznacza, że ca lkowita produkcja w gospodarce c̄ = αL jest zdetermi-
nowana wy l ↪acznie przez technologi ↪e produkcji i podaż pracy, nie zależy natomiast od si ly
monopolistycznej poszczególnych firm (wyrażaj ↪acej si ↪e wysokości ↪a marży 1/θ) ani od ma-
j ↪atku gospodarstwa domowego M . Maj ↪atek M wp lywa już na wycen ↪e dóbr konsumpcyjnych:
q̄ = w

αθ
= M

αL
. Parametr θ oddzia luje natomiast wy l ↪acznie na równowagow ↪a wysokość p lac w

oraz zysków monopolistów πi.
Wysokość zysków monopolistów obliczamy nast ↪epuj ↪aco. Po pierwsze, skoro qi = q̄ a

ci = c̄ dla każdego i ∈ [0, 1], mamy πi = c̄
(
q̄ − w

α

)
= π̄, a wi ↪ec zyski poszczególnych

monopolistów s ↪a również identyczne. Ich wysokość wynosi:

π̄ = c̄

((
1

θ
− 1

)
w

α

)
=

1 − θ

θ

αθM

w

w

α
= (1 − θ)M.

Korzystaj ↪ac z tożsamości
∫ 1

0
π̄di = π̄, możemy też wyprowadzić równanie podzia lu ma-

j ↪atku: ∫ 1

0

π̄di + wL = π̄ + wL = (1 − θ)M +
θM

L
L = (1 − θ)M + θM = M,

a wi ↪ec istotnie ca ly maj ↪atek gospodarstwa domowego dzielony jest pomi ↪edzy wynagrodzenie
pracy oraz zyski monopolistów, w proporcji θ

1−θ
.
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