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[Optymalizacja statyczna z warunkami ograniczajgeymi.] Rozwazmy nastepujacy statyczny
model rownowagi ogélnej, podobny do modelu konkurencji monopolistycznej Dixita—Stiglitza
(1977).

Gospodarstwa domowe maksymalizuja tu uzyteczno$é¢ z konsumpcji continuum niedos-
konale substytucyjnych débr konsumpcyjnych {c; }icjo,1). Ich funkcja uzytecznosci przyjmuje
postaé u({c;}icpo)) = fol Adi, gdzie parametr § € (0,1) mierzy stopien substytucyjnosci
dobr. Gospodarstwa domowe zwiazane sa ograniczeniem budzetowym fol qic;di = M, gdzie
M > 0 oznacza catkowity majatek gospodarstwa domowego. Roéwnoczesnie gospodarstwo
domowe dostarcza na rynku fol L;di = L > 0 jednostek pracy (podaz pracy jest nieelasty-
czna). Przyjmujemy, ze M i L sa ustalonymi parametrami.

Kazde dobro konsumpcyjne indeksowane i € [0, 1] wytwarzane jest natomiast przez
odrebnego monopoliste, ktéry wyznacza jego cene ¢; tak, by zmaksymalizowaé swoj zysk
m = q;¢c; — wL;, biorac jako dane: funkcje popytu gospodarstwa domowego ¢;(g;), produkcje
i ceny pozostatych monopolistow (c;, ¢; gdzie j # i) oraz rynkowa stawke placy w. W pro-
cesie produkcyjnym wykorzystywana jest wylacznie praca, a funkcja produkcji przyjmuje
posta¢ liniowa ¢; = aL;, gdzie o > 0 jest ustalonym parametrem.

1. (3 pkt.) Zapisz funkcje Lagrange’a £({c; }icpo,1]) dla problemu gospodarstwa domowego.
Znajdz krzywa popytu ¢;(g;). (Wskazowka: ¢; bedzie zaleze¢ takze od gj,c;, gdzie
j#i)

2. (3 pkt.) Wykaz, ze maksymalizacja zysku i-tego monopolisty (i € [0,1]) implikuje
narzucenie stalej marzy nad kosztem krancowym: ¢; = i - %
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3. (4 pkt.) Zauwazajac symetrie rozwiazan dla producentéw poszezegdlnych débr posred-
nich (¢ = ¢ = ¢, ¢ = ¢;j = ¢ L; = Lj = L dla kazdego 1, j) oraz nastepujace
tozsamosci dla wielkosci zagregowanych:
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oblicz ¢, ¢, w, 7 jako funkcje wylacznie egzogenicznych parametréw modelu: «, 6, M, L.
Wykaz, ze M = wL + fol m;di (caly majatek zostaje rozdzielony miedzy wynagrodzenie
pracy oraz zyski monopolistéw).

Rozwiagzanie. Funkcja Lagrange’a dla problemu gospodarstwa domowego wyglada nastepu-
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Zrézniczkujmy ja wzgledem ¢; oraz ¢; dla dowolnych 4,j € [0,1], przy czym niech i # j.
Mamy:
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Zauwazmy, ze oba powyzsze réwnania zawieraja te sama zmienna dualna A. Obliczajac
A z jednego (dowolnego) z powyzszych réwnan i wstawiajac ja do drugiego otrzymujemy
zatem nastepujaca izoelastyczna (tj. zadana funkcja potegowa) krzywa popytu na dobro
konsumpcyjne ¢;, w zaleznosci od jego ceny g¢;:
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Zapiszmy teraz problem i-tego monopolisty, produkujacego i-te dobro konsumpcyjne.
Ustala on cene ¢; tak, by zmaksymalizowaé¢ swoj zysk, rowny:
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W powyzszym zapisie uwzgledniono juz funkcje produkeji ¢; = aL; oraz fakt, iz monopolista
uwzglednia w swoim problemie optymalizacyjnym krzywa popytu ¢;(q;) obliczona w punkcie
powyzszym. Podkreslmy tez, ze wystepujace we wzorze na krzywa popytu wielkosci ¢, g;,
gdzie j # i, brane sa przez i-tego monopoliste jako dane, ustalone liczby.

Maksymalizacja zysku wzgledem ceny monopolistycznej ¢; implikuje:
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Poniewaz ze wzoru na krzywa popytu mamy

1
1 g\ 1 1 ci(q)
(@) = —7—5¢ (q—J) w10 4

zatem

_ﬁclé_?’) (qi—%) +ci(g) =0 = ia:) (1_$ (1_ C:Zh)) -

Z zalozenia zachodzi ¢;(q;) > 0, totez w kolejnym kroku otrzymujemy juz pozadany wynik,
implikujacy narzucenie przez monopoliste stalej proporcjonalnej marzy 1/0 > 1 nad kosztem
kraiicowym w/a:
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Mozemy teraz przejs¢ do ostatniego podpunktu zadania. Jak latwo zauwazy¢, prawa

strona powyzszego wzoru na cene monopolistyczna ¢; nie zalezy od i. Oznacza to, ze za-
chodzi symetria: dla kazdego 4,7 € [0,1], ¢; = ¢; = ¢ = 5. Wstawiajac te réwnos¢ do
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krzywej popytu ¢;(g;), otrzymujemy nastepnie réwnosé ¢; = ¢; = ¢ dla kazdego 7,5 € [0, 1].
Wstawiajac to do funkeji produkcji: ¢; = al;, otrzymujemy tez L; = L; = L dla kazdego
i,7 € [0,1]. To z kolei pozwala wyprowadzi¢ zagregowana funkcje produkcji w omawianej
gospodarce: ¢ = aL.

Teraz mozemy skorzystaé¢ z ograniczenia budzetowego gospodarstwa domowego:
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Pozostaje obliczenie réwnowagowej stawki placy w i wyrugowanie w ze wzorow na ¢
i ¢. Stawke placy w mozemy obliczyé¢ zestawiajac powyzsza réwnosé, reprezentujaca (po
podstawieniu zagregowanej funkcji produkcji ¢ = aL) krzywa popytu na prace, z podaza
pracy — przy czym podaz pracy jest tu calkowicie nieelastyczna i wynosi po prostu L. Mamy
zatem w = GTM.

Wynik powyzszy oznacza, ze catkowita produkcja w gospodarce ¢ = al jest zdetermi-
nowana wylacznie przez technologie produkcji i podaz pracy, nie zalezy natomiast od sity
monopolistycznej poszczegdlnych firm (wyrazajacej sie wysokoscia marzy 1/6) ani od ma-
jatku gospodarstwa domowego M. Majatek M wplywa juz na wycene débr konsumpcyjnych:
q=15= (XML Parametr 6 oddzialuje natomiast wylacznie na rownowagowa wysokos$¢ plac w
oraz zyskéw monopolistow ;.

Wysokos$¢ zyskéw monopolistow obliczamy nastepujaco. Po pierwsze, skoro ¢; = ¢ a
¢; = ¢ dla kazdego i € [0,1], mamy m; = E(q— %) = 7, a wiec zyski poszczegdlnych
monopolistéw sa rowniez identyczne. Ich wysokosé¢ wynosi:
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Korzystajac z tozsamosci fo wdi = 7, mozemy tez wyprowadzi¢ rownanie podzialu ma-
jatku:
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a wiec istotnie caly majatek gospodarstwa domowego dzielony jest pomiedzy wynagrodzenie
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pracy oraz zyski monopolistow, w proporcji 1.



