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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Co to znaczy �rozwi¡zanie�?

Co to znaczy �rozwi¡zanie modelu� DSGE?

Model po log-linearyzacji to nast¦puj¡ce równanie ró»nicowe z
oczekiwaniami:

AEtxt+1 = Bxt + Cft (1)

gdzie:

xt � wektor wszystkich (log-linearyzowanych) zmiennych
endogenicznych modelu

ft � wektor wszystkich zaburze« losowych (i ewentualnie zmiennych
egzogenicznych).

Natomiast rozwi¡zany model jest postaci:

xt = Mxt−1 +Nεt (2)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Co to znaczy �rozwi¡zanie�?

NK_basic.mod a notacja A, B, C

AEtxt+1 = Bxt + Cft
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Co to znaczy �rozwi¡zanie�?

Rozwi¡zanie modelu DSGE � literatura

Algorytm opracowali Blanchard i Kahn (1980, Econometrica).

Ogólniejsze, cho¢ oparte na tym samym wzorcu post¦powania
proponuj¡ Uhlig(1999), Klein (2000) i Sims (2001).

Ta prezentacja bazuje na wersji Kleina oraz podr¦czniku
�Structural Macroeconometrics�.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (1)

Poddajemy macierze A i B w równaniu (1) tzw. uogólnionej
dekompozycji Schura (jest to jedyna operacja o du»ym ci¦»arze
obliczeniowym). Jej efektem s¡ macierze Q, Z, S i T takie, »e

A = QHSZH QAZ = S
B = QHTZH QBZ = T

(3)

S i T to macierze górne trójk¡tne,
Q i Z � macierze unitarne
(QQH = QHQ = ZZH = ZHZ = I),
indeks górny H oznacza hermitowsk¡ transpozycj¦
(transpozycja plus zamiana liczb zespolonych na sprz¦»one, tj.
zmiana znaku cz¦±ci urojonej),
S,T,Q i Z s¡ macierzami zespolonymi.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Mo»liwych jest wiele rozwi¡za« tego problemu.

Uogólnione warto±ci wªasne macierzy A i B to liczby λ takie,
»e:
Ax = λBx

Dla przypomnienia: dla jednej macierzy kwadratowej n × n
mamy Ax = λx i n warto±ci wªasnych.
Tutaj równie» n, mog¡ to by¢ liczby zespolone.

W dekompozycji Schura � we wszystkich rozwi¡zaniach �
uogólnione warto±ci wªasne λi =

Tii
Sii
. Rozwi¡za« jest wi¦c tyle,

ile mo»liwych sortowa« warto±ci wªasnych.

My wybieramy takie, w którym warto±ci Sii oraz Tii s¡ tak
posortowane na gªównych przek¡tnych, aby λi rosªy co do
moduªu wzdªu» gªównej przek¡tnej.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Efektywno±¢ kodu

W caªej procedurze rozwi¡zania sortowanie to najbardziej czasochªonna operacja
(zauwa»my, »e operacja zwi¡zana z dekompozycj¡ Schura zalicza si¦ do kategorii
�inne� i jest nawet krótsza ni» wybranie bloku z macierzy).
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (2)

Podstawiamy:

~xt = ZHxt (4)

Bez utraty ogólno±ci rozwa»a« rozró»niamy w wektorze xt dwa bloki:
x1,t , zawieraj¡cy zmienne z góry ustalone w okresie t (takie, których
warto±¢ na okres t znamy ju» w okresie t − 1, np. wszystkie zmienne
opó¹nione � ang. predetermined, state variables) oraz x2,t , zawieraj¡cy
pozostaªe zmienne (ang. forward-looking, control variables).

Maj¡c dane (4) i po odpowiednim podziale macierzy górnych trójk¡tnych
S i T oraz macierzy Q na bloki, mo»emy wyrazi¢ (1) jako:

[
S11 S12
0 S22

]
Et

[
x̃1,t+1

~x2,t+1

]
=

[
T11 T12

0 T22

] [
~x1,t
~x2,t

]
+

[
Q1

Q2

]
Cft

(5)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (3)

Dzi¦ki temu, »e macierze S i T s¡ górne trójk¡tne, drugi blok
przede�niowanego wektora ~xt zostaª oddzielony od pierwszego, co
pozwala zapisa¢ dolny (blokowo) wiersz ukªadu w nast¦puj¡cy
sposób:

~x2,t = T−1
22
S22Et~x2,t+1 −T−1

22
Q2Cft (6)

w bloku (2,2) na diagonali macierzy S i T znalazªy si¦
elementy odpowiadaj¡ce najwy»szym co do moduªu
uogólnionym warto±ciom wªasnym
explosive eigenvalues � to takie warto±ci wªasne, które co do
moduªu przekraczaj¡ 1
dlatego wiersz 2 (blokowo) b¦dziemy nazywa¢ niestabilnym
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Iteruj¡c równanie (6) w przód, podstawiaj¡c i wykorzystuj¡c prawo
iterowanych oczekiwa« (ang. law of iterated expectations,
Et (Et+1 (xt+2)) = Etxt+2), mo»emy zapisa¢ ~x2,t jako nast¦puj¡c¡
sum¦:

~x2,t = lim
k→∞

(
T−1
22
S22
)k

Et~x2,t+k−

[ ∞∑
k=0

(
T−1
22
S22
)k
T−1
22
Q2CEtft+k

]
(7)

Aby istniaªa sko«czona granica, a ci¡g byª zbie»ny,
(
T−1
22
S22
)k

musi
d¡»y¢ do macierzy zerowej dla k →∞.

Andrzej Torój Instytut Ekonometrii � Zakªad Ekonometrii Stosowanej

MZ 12 / 31



Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Kiedy ci¡g jest zbie»ny do zera?

Pot¦gowanie macierzy (eigendecomposition)

Wiemy z algebry, »e Ak = VLkV−1, gdzie V � macierz zªo»ona z
pionowych wektorów wªasnych macierzy A, L � macierz diagonalna
zawieraj¡ca warto±ci wªasne macierzy A (odpowiednio do kolejno±ci
wektorów wªasnych w V).

Pot¦gowanie macierzy sprowadza si¦ zatem do pot¦gowania
macierzy diagonalnej z jej warto±ciami wªasnymi na przek¡tnej.

To z kolei polega na pot¦gowaniu poszczególnych skalarów.

A wi¦c ci¡g typu Ak jest zbie»ny, je»eli warto±ci wªasne
macierzy A s¡ co do moduªu < 1.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Kiedy nasz ci¡g jest zbie»ny do zera?

...gdy warto±ci wªasne
(
T

−1
22
S22

)k
s¡ co do moduªu < 1. Wiemy, »e S i T (a

zatem równie» S22 i T22) to macierze górne trójk¡tne. Mo»na udowodni¢ lub
sprawdzi¢ obliczeniowo w Matlabie nast¦puj¡ce fakty:

Macierz T−1
S jak równie» T−1

22
S22 te» jest górna trójk¡tna, a diagonalne

elementy tej drugiej to równocze±nie:

warto±ci wªasne macierzy T−1
22
S22 (bo to macierz górna trójk¡tna);

odwrotno±ci uogólnionych warto±ci wªasnych λi (por. de�nicja λi ).

Je»eli w bloku (2,2) s¡ tylko niestabilne warto±ci wªasne λi , czyli wy»sze
co do moduªu od 1, to ich odwrotno±ci (czyli warto±ci wªasne macierzy
T

−1
22
S22) s¡ stabilne.

Sko«czone rozwi¡zanie 7 istnieje wi¦c, gdy w bloku (2,2) nie znajd¡ si¦ »adne
stabilne warto±ci wªasne.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (4)

Twierdzenie 1 Blancharda i Kahna (1980) � zaadaptowane do
notacji

Jednoznaczne rozwi¡zanie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
eksploduj¡cych uogólnionych warto±ci wªasnych macierzy A i B
(tzn. o module > 1) równa si¦ liczbie zmiennych, które nie s¡ z góry
ustalone w t (tzn. dªugo±ci wektora x2,t i rozmiarowi bloku (2,2) ).

Drugi z warunków Blancharda i Kahna gªosi, »e oczekiwane przyszªe warto±ci
zmiennych egzogenicznych ft nie mog¡ �zbyt szybko� eksplodowa¢:

∀t ∃f̄t ∈ Rk , θt ∈ R ∀i ≥ 0 − (1 + i)θt f̄t ≤ E (ft+i ) ≤ (1 + i)θt f̄t (8)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Dynare: check (1)

Przez wpisanie polecenia check do pliku NK_basic_check.mod

sprawdzamy speªnienie warunków B-K:

EIGENVALUES:

Modulus Real Imaginary

0.7959 0.7885 0.1082

0.7959 0.7885 -0.1082

1.124 1.124 0.02624

1.124 1.124 -0.02624

There are 2 eigenvalue(s) larger than 1 in modulus for

2 forward-looking variable(s)

The rank condition is verified.
Andrzej Torój Instytut Ekonometrii � Zakªad Ekonometrii Stosowanej

MZ 16 / 31



Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Dynare: check (2)

Uwaga!

Jest tu pewna niekonsekwencja � gdy posªugujemy si¦ poleceniami
Matlaba/Octave eig(A,B) do obliczenia warto±ci wªasnych oraz
[S,T,Q,Z] = qz(A,B) do dekompozycji Schura, uogólnione
warto±ci wªasne wyliczane s¡ tak, jakby λi =

Sii
Tii

, a nie λi =
Tii
Sii

jak
mówili±my wcze±niej. Przez odwrotn¡ de�nicj¦ rozumowanie si¦
odwraca i wówczas mogliby±my oczekiwa¢ tylu eksploduj¡cych
warto±ci wªasnych, ile jest zmiennych z góry ustalonych (x1,t).
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (5)

W wi¦kszo±ci modeli DSGE zakªada si¦ autoregresyjn¡ specy�kacj¦
skªadników losowych:

ft = Φft−1 + εt (9)

przy czym Etεt+k = 0, k = 1, 2, .... Stacjonarno±¢ procesu
powoduje, »e wszystkie warto±ci wªasne macierzy Φ znajduj¡ si¦
wewn¡trz koªa jednostkowego, co pozwala obliczy¢ (10). Jako »e
Etft+k = Φk ft , mo»emy zapisa¢ (10) jako:

~x2,t = −T−122

 ∞∑
k=0

S22T−122︸ ︷︷ ︸
F


k

Q2C︸︷︷︸
G

Φ︸︷︷︸
H

k

 ft = −T−122 Lft (10)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (6)

Obliczamy elementy macierzy L u»ywaj¡c operatora wektoryzacji:

vec (L) =
[
I−HT ⊗ F

]−1
vec (G) (11)

Dowód:
Mno»ymy lewostronnie L przez F i prawostronnie przez H, otrzymuj¡c

FLH =
+∞∑
i=0

Fi+1GHi+1 =
+∞∑
i=1

FiGHi . Zauwa»amy, »e jedyn¡ ró»nic¡

mi¦dzy t¡ sum¡ a L jest pierwszy skªadnik: G, a wi¦c L− FLH = G.
Wektoryzujemy obie strony, u»ywaj¡c macierzowej to»samo±ci
vec (ABC) =

(
CT ⊗ A

)
vec (B), otrzymuj¡c

vec (L)−HT ⊗ F · vec (L) = vec (G). Powy»sze równanie mo»e zosta¢

lewostronnie pomno»one przez
(
I−HT ⊗ F

)−1
, o ile ta macierz jest

nieosobliwa.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (7)

Wykorzystujemy rozwi¡zanie ze wzgl¦du na cz¦±¢ niestabiln¡, (10),
w górnej cz¦±ci ukªadu (5):

S11Et x̃1,t+1−S12T−122 LΦft = T11~x1,t−T12T−122 Lft +Q1Cft (12)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (8)

Zapisuj¡c (4) z konsekwentnym wykorzystaniem podziaªu na bloki
oraz zale»no±ci (10), otrzymujemy:

[
x1,t
x2,t

]
=

[
Z11 Z12
Z21 Z22

] [
~x1,t

−T−1
22
Lft

]
(13)

Pozwala nam to wyrazi¢ ~x1,t w zale»no±ci od x1,t :

~x1,t = Z−1
11
x1,t + Z−1

11
Z12T

−1
22
Lft (14)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (9)

Wykorzystuj¡c równanie (14) w (12) oraz fakt, »e wektor x1,t+1

jest z góry ustalony w t, tzn. x1,t+1 = Etx1,t+1, otrzymujemy:

x1,t+1 = Z11S
−1
11
T11Z

−1
11
x1,t+

+

[
Z11S

−1
11

(
T11Z

−1
11
Z12 −T12

)
T−1
22
L+

−
(
Z12 − Z11S

−1
11
S12
)
T−1
22
LΦ+ Z11S

−1
11
Q1C

]
ft

(15)
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Procedura rozwi¡zania

Procedura rozwi¡zania (10)

Z kolei cz¦±¢ x2,t mo»e by¢ wyra»ona w zale»no±ci od x1,t oraz ft
przy pomocy równa« (13) oraz (14):

x2,t = Z21Z
−1
11
x1,t +

(
Z21Z

−1
11
Z12 − Z22

)
T−1
22
Lft (16)

Równania (15) i (16) stanowi¡ rozwi¡zanie modelu (1). Z
elementów zapisanych powy»ej macierzy mo»na uªo»y¢ macierze M
i N w równaniu (2).
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Plan prezentacji

1 Procedura rozwi¡zania modelu
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Rozwi¡zanie w Dynare

Dynare

Elementy macierzy M i N zostaj¡ wy±wietlone przez Dynare w sekcji
�policy and decision rules�.

Macierze M i N s¡ dost¦pne po wykonaniu komendy �dynare� w ramach

struktury �oo_�.

Struktura to uporz¡dkowany, hierarchiczny zbiór macierzy
(wektorów, skalarów...).
Np. Dynare zwraca nam zbiór ró»nych macierzy oo_, w nim jest
podzbiór dr, a w nim macierze ghx i ghu.

Dost¦p do macierzy oznaczonych M i N odbywa si¦, odpowiednio,

poprzez polecenia:
oo_.dr.ghx

oo_.dr.ghu

U»ywaj¡c polecenia fieldnames(oo_) lub fieldnames (oo_.dr)

mo»emy sprawdzi¢, jakie jeszcze elementy zawiera struktura oo_ lub jej
podzbiór dr.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Plan prezentacji

1 Procedura rozwi¡zania modelu

2 Rozwi¡zanie modelu w praktyce (Dynare)

3 Kiedy modelu nie da si¦ rozwi¡za¢ i co to mo»e oznacza¢?
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Warunki Blancharda-Kahna

Warunki Blancharda-Kahna

Twierdzenie 1 Blancharda i Kahna (1980)

Jednoznaczne rozwi¡zanie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
eksploduj¡cych uogólnionych warto±ci wªasnych macierzy A i B
(tzn. wy»szych ni» 1) równa si¦ liczbie zmiennych, które nie s¡
z góry ustalone (tzn. dªugo±ci wektora x2,t).

A co, je»eli ten warunek nie jest speªniony?

Wówczas niesko«czona suma (7) nie jest zbie»na (brak
rozwi¡zania) albo caªej operacji nie da si¦ przeprowadzi¢
jednoznacznie, tzn. sortowanie elementów macierzy wg
malej¡cych moduªów uogólnionych warto±ci wªasnych nie jest
jedynym dopuszczalnym sortowaniem.
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Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Warunki Blancharda-Kahna

Niespeªnienie warunków B-K

1 Przypadek 1: liczba eksploduj¡cych uogólnionych warto±ci
wªasnych za du»a, przekracza liczb¦ zmiennych, które nie s¡ z
góry ustalone. Nie istnieje jednoznaczne rozwi¡zanie modelu.

2 Przypadek 2: liczba eksploduj¡cych uogólnionych warto±ci
wªasnych za maªa, ni»sza od liczby zmiennych, które nie s¡ z
góry ustalone. Nie stnieje »adne stabilne rozwi¡zanie modelu.

Niespeªnione warunki B-K

...w standardowym modelu mog¡ oznacza¢ prosty bª¡d specy�kacji
albo bezsensowne warto±ci parametrów strukturalnych. W
niestandardowym modelu oznaczaj¡ jednak zwykle du»e kªopoty.
Nale»y bowiem gruntownie przeanalizowa¢ stabilno±¢ modelu od
strony ekonomicznej (co nie zawsze jest czytelne i intuicyjne).
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Warunki Blancharda-Kahna

Zªamane warunki B-K: przykªad

Spróbujmy w naszym modelu nowokeynesowskim zmieni¢
warto±¢ parametru γπ w regule Taylora z 1,5 na 0,5. Jaki jest
efekt?
There are 1 eigenvalue(s) larger than 1 in

modulus for 2 forward-looking variable(s)

The rank condition ISN'T verified!

Ogólnie warunki B-K niespeªnione (rozwi¡zanie nie istnieje),
gdy ten parametr < 1. Mówimy, »e wówczas jest zªamana tzw.
zasada Taylora (Taylor principle � zob. np. Taylor, 1993).

Andrzej Torój Instytut Ekonometrii � Zakªad Ekonometrii Stosowanej

MZ 29 / 31



Procedura rozwi¡zania Rozwi¡zanie w Dynare Warunki Blancharda-Kahna

Warunki Blancharda-Kahna

Zªamanie zasady Taylora

Co to oznacza?

Nominalna stopa procentowa ro±nie o mniej ni» 1 w odpowiedzi na
jednostkowy wzrost stopy in�acji.

Je»eli tak¡ reguª¦ decyzyjn¡ wbudujemy w oczekiwania
konsumentów, to realna stopa procentowa ex ante spadnie. To
oznacza pobudzenie konsumpcji i dalszy wzrost in�acji, nawet w
dªugim okresie.

Tworzy si¦ tzw. sunspot equilibrium, tzn. zachowanie systemu nie
jest determinowane polityk¡ pieni¦»n¡, tylko przypadkowymi
±cie»kami oczekiwanych szoków.

W takiej sytuacji mówimy o pasywnej polityce pieni¦»nej. Davig i
Leeper (2007) pokazuj¡, »e taka sytuacja jest mo»liwa do
utrzymania w krótkim okresie (w bardziej skomplikowanym modelu).
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Warunki Blancharda-Kahna

Zadanie

1 Stwórz kod Matlaba/Octave, który r¦cznie odtworzy funkcje
reakcji na wybrany impuls modelu NK za pomoc¡ macierzy
M i N stworzonych przez Dynare. Porównaj uzyskane wyniki
z wynikami analizy IRF w ramach polecenia stoch_simul z
Dynare.

2 Nast¦pnie zmody�kuj stworzony kod w taki sposób, by
zaprezentowa¢ efekty pojawienia si¦ tego impulsu (w sposób
nieoczekiwany) dwa razy pod rz¡d.
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