a z modelami

Makroekonomia Zaawansowana

Cwiczenia 1 — Stan ustalony i log-linearyzacja

Andrzej Tordj

Instytut Ekonometrii — Zaktad Ekonometrii Stosowanej

Andrzej Tordj
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@ Praca z modelami DSGE
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Praca z modelami DSGE Stan ustalony Log-linearyzacja

90000
Modele DSGE

Czym s3 modele DSGE?

@ Na tych zajeciach poznamy podstawowe techniki pracy z
modelami DSGE (ang. Dynamic Stochastic General
Equilibrium).

@ Za przyktad postuza nam modele nowokeynesowskie.

@ S3 to konstrukcje, ktére:

Andrzej Tordj
Mz 4/27
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90000
Modele DSGE

Czym s3 modele DSGE?

@ Na tych zajeciach poznamy podstawowe techniki pracy z
modelami DSGE (ang. Dynamic Stochastic General
Equilibrium).

@ Za przyktad postuza nam modele nowokeynesowskie.

@ S3 to konstrukcje, ktére:

o zawieraja nieliniowe (a czasem bardzo nieliniowe...) relacje
miedzy zmiennymi;

Andrzej Tordj
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Praca z modelami DSGE
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Modele DSGE

Czym s3 modele DSGE?

inearyzacja

@ Na tych zajeciach poznamy podstawowe techniki pracy z
modelami DSGE (ang. Dynamic Stochastic General
Equilibrium).

@ Za przyktad postuza nam modele nowokeynesowskie.

@ S3 to konstrukcje, ktére:

o zawieraja nieliniowe (a czasem bardzo nieliniowe...) relacje
miedzy zmiennymi; i

o zawieraja zmienne w postaci OCZEKIWAN (oczekiwania na
t+1, t+2itd.);

Andrzej Tordj
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Praca z modelami DSGE y inearyzacja

90000
Modele DSGE

Czym s3 modele DSGE?

@ Na tych zajeciach poznamy podstawowe techniki pracy z
modelami DSGE (ang. Dynamic Stochastic General
Equilibrium).

@ Za przyktad postuza nam modele nowokeynesowskie.

@ S3 to konstrukcje, ktére:

o zawieraja nieliniowe (a czasem bardzo nieliniowe...) relacje
miedzy zmiennymi; i

o zawieraja zmienne w postaci OCZEKIWAN (oczekiwania na
t+1, t+2itd.);

e praca z nimi wymaga ROZWIAZANIA.

Andrzej Tordj
Mz 4/27
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S s y aryzacja
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Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Wyrazenie wektora zmiennych endogenicznych w modelu w okresie t jako
funkcji wytacznie:

@ opdznionych zmiennych endogenicznych;
@ zmiennych egzogenicznych i wstrzaséw (opéznionych, biezacych i
oczekiwanych).

To oznacza, ze z modelu musimy wyrugowac:

@ biezace zaleznosci miedzy zmiennymi endogenicznymi (zwykle tatwe
— rozwigzanie ukfadu réwnan);

@ zmienne w postaci oczekiwan (znacznie trudniejsze).

Yi¢t
Yot
Andrzej Tordj
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S s y aryzacja
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Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Wyrazenie wektora zmiennych endogenicznych w modelu w okresie t jako
funkcji wytacznie:

@ opdznionych zmiennych endogenicznych;
@ zmiennych egzogenicznych i wstrzaséw (opéznionych, biezacych i
oczekiwanych).

To oznacza, ze z modelu musimy wyrugowac:

@ biezace zaleznosci miedzy zmiennymi endogenicznymi (zwykle tatwe
— rozwigzanie ukfadu réwnan);

@ zmienne w postaci oczekiwan (znacznie trudniejsze).

Yt — Eiy1 t41
NNV I
Y2t — Etys t+1

Andrzej Tordj
MZ 6/27
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Modele DSGE

Jak rozwigza¢ model?

tatwo to zrobi¢, jezeli jest on liniowy. Jednak to zbyt restrykcyjne
ograniczenie. Dlatego zwykle postepujemy w nastepujacy sposéb:

© Znajdujemy STAN USTALONY (ang. steady state)

e réwnowaga: wektor wartoéci zmiennych endogenicznych, ktéry
— pod nieobecno$¢ nowych wstrzagséw — zapewnia brak zmian
tych zmiennych z okresu na okres

Andrzej Tordj
Mz 7/27
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Modele DSGE

Jak rozwigza¢ model?

tatwo to zrobi¢, jezeli jest on liniowy. Jednak to zbyt restrykcyjne
ograniczenie. Dlatego zwykle postepujemy w nastepujacy sposéb:

© Znajdujemy STAN USTALONY (ang. steady state)

e réwnowaga: wektor wartoéci zmiennych endogenicznych, ktéry
— pod nieobecno$¢ nowych wstrzagséw — zapewnia brak zmian
tych zmiennych z okresu na okres

@ LINEARYZACJA modelu, czyli sprowadzenie go do postaci
liniowe;j.
o Mozemy znalez¢ liniowe przyblizenie nieliniowej zaleznosci w
poblizu pewnego punktu. Bedzie nim stan ustalony.

Andrzej Tordj
Mz 7/27
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Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

Andrzej Tordj
MZ 8 /27



Praca z modelami DSGE alony Log-linearyzacja
[e]e]e]e] ) O 000 [e]e]

Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;

Andrzej Tordj
MZ 8 /27
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Modele DSGE

Stan ustalony

linearyzacja

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;

@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

Andrzej Tordj
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Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;
@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

@ jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkniete;j;

Andrzej Tordj
MZ 8 /27
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Modele DSGE

Stan ustalony

Log-linearyzacja

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;
@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

@ jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkniete;j;

@ jak go rozwigzad;

Andrzej Tordj
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Modele DSGE

inearyzacja

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;
@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

@ jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkniete;j;

@ jak go rozwigzad;

@ jak uogdlni¢ go na model gospodarki otwartej;

Andrzej Tordj
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Modele DSGE

inearyzacja

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;
@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

@ jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkniete;j;

@ jak go rozwigzad;
@ jak uogdlni¢ go na model gospodarki otwartej;

@ jak oszacowa¢ jego parametry metodami bayesowskimi;

Andrzej Tordj
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Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;
@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

@ jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkniete;j;

@ jak go rozwigzad;

@ jak uogdlni¢ go na model gospodarki otwartej;

@ jak oszacowa¢ jego parametry metodami bayesowskimi;
@ co to s3 modele polityki optymalnej;

Andrzej Tordj
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Modele DSGE

Rozwigzanie modelu DSGE

Gdy juz sie tego nauczymy, dowiemy sie kolejno:

@ czym s3 modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;
@ jak pracowaé z oprogramowaniem do ich analizy;

@ jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkniete;j;

@ jak go rozwigzad;

@ jak uogdlni¢ go na model gospodarki otwartej;

@ jak oszacowa¢ jego parametry metodami bayesowskimi;
@ co to s3 modele polityki optymalnej;

o ... (7

Andrzej Tordj
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Plan prezentac;ji

© Stan ustalony
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z modelami DSGE Stan ustalony inearyzacja

900000000

Stan ustalony

Stan ustalony w problemie Ramsey'a

Problem Ramsey’a: rolnik szuka stanu ustalonego

Rolnik sieje zboze i zbiera plony. Czes¢ z nich przeznaczy na make
(konsumpcja), a czes¢ na przysztoroczny siew. Jakie s3 optymalne
proporcje?

@ W szerszym kontekscie: problem alokacji zasobéw miedzy
konsumpcje a oszczednosci, ktére finansuja inwestycje w
kapitat (zapewniajacy przyszta konsumpcje).

@ Optymalna alokacja wynika zaréwno z preferencji rolnika, jak i
charakterystyki procesu produkcyjnego.

Andrzej Tordj
MZ 10/ 27
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0000« 000000000

Stan ustalony

Model Ramseya

clr
E.{ ¥, |
s 57 T

przy warunkach ograniczajacych:

V¢ Yy =G + It (ograniczenie zasobowe)

2 Y: = Kf'ey (funkcja produkgji)

Vs Kiy1=(1—0)Ke + 11 (réwnanie ruchu kapitatu)
Zadanie

Rozwigzmy to zadanie optymalizacyjne, a nastepnie znajdzmy taki

poziom kapitatu (i konsumpcji), ktéry zgodnie z modelem nie
zmienia sie w czasie pod nieobecnos$¢ wstrzaséw, czyli dla e, = 1.

Andrzej Tordj
Mz 11/27
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Stan ustalony
Rozwiazanie (1)

Funkcja uzytecznosci, ktéra maksymalizuje rolnik:

o
'Cl—o'
max Ut:E EtBI t_
Ct,Ker1 : 1=o
i=0

przy warunkach (obowiazujacych dla kazdego okresu > t, zapisane
przyktadowo dla t):

Yt = Ct + It
Y, = KP%;
Kt+1 == (1 - (S) Kt + /t

Andrzej Tordj
MZ

12/27



Praca z modelami DSGE Stan ustalony Log-linearyzacja
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Stan ustalony

Rozwiazanie (2)

Z warunkéw ograniczajacych eliminujemy Y (potem bedziemy
mogli wyliczy¢ Y jako C + | lub K¢):

Ct-f-lt:K?&‘t
It:Kt+1—(1—5)Kt

Z warunkéw ograniczajacych eliminujemy /¢ (potem bedziemy mogli
wyliczy¢ I jako K& — C lub K — (1 — 0) K):

Kt+1—(1—6)Kt:Kta€t—Ct

Andrzej Tordj
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Stan ustalony

Rozwigzanie (3)

Ostatecznie mamy jeden warunek ograniczajacy ze wzgledu na K i

C:
Ct K Et — Kt+1 +(1 —(S) Kt

Funkcja Lagrange'a:

Cl IO'
L= ZE g t+ —Aeri (K& gt + Kesri — (1= 6) Keyi + Ceyi)

Andrzej Tordj
Mz 14 /27
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Stan ustalony

Rozwiazanie (4)

Warunki 1. rzedu (znéw zapisane dla przyktadowego okresu t):

Q@ & =C"-X =0
o Azatem \; = C; 7 oraz E;\ey1 = E:C 7.

2] a?(lil = At + EeAe1B (1 —6) + Et)‘t—l—lBaEtK;:__llgt =0

O 0 =CotKeyn—(1-0)Ke— Keep =0

o Bedziemy to traktowa¢ jak réwnanie definiujace konsumpcje,
gdy rozwigzemy juz model ze wzgledu na kapitat.

Andrzej Tordj
MZ 15 /27
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ustalony

Rozwigzanie (5)

Eliminujemy z réwnan (1) i (2) mnoznik Lagrange’a A

—C;U‘FEtCt:_UlB(l— )+Et t+1lBaEth+1 Et = 0

Szukamy stanu ustalonego (steady state). Powinien to by¢ wektor
takich wartosci zmiennych, ktére - przy braku wstrzaséw (a tych w
modelu nie mamy) - pozostaja niezmienne z okresu na okres.
Wiemy, ze w stanie ustalonym wstrzaséw brak, a wiec dla kazdego
t mamy ; = 1 Mamy 2 réwnania (powyzsze oraz warunek 3) oraz
2 zmienne rozwazane w réznych okresach (C i K):

—C 74 C78(1—-0)+C7BaK*1 =0
C+K ( —0)K-—K*=0

Andrzej Tordj
MZ

16 /27
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Stan ustalony

Rozwigzanie (6)

Co(-1+B(1L=0)+BaK>*1) =0
C=-K+1-0)K+K*=K*-sK

(K*=0K) ™7 (—1+ B(1—6) + BaK* 1) =0

=0

S

Andrzej Tordj



z modelami DSGE Stan ustalony inearyzacja

0O0000000e
Stan ustalony

Wartos¢ kapitatu w stanie ustalonym

Fa (1_5/6(;_5)>a11

o W tym przypadku stan ustalony jest funkcjg parametréw
modelu.

@ W niektérych modelach jest jednak zadany egzogenicznie lub
nie ma znacznenia dla analizy.

e Np. w modelowaniu polityki pienieznej istotne s3 wahania
wokét dtugookresowego poziomu produkcji, za$ ten poziom
pozostaje na drugim planie analizy.

o Czasami kalibrujemy (ustalamy) tzw. steady-state ratios, czyli
wzajemne relacje miedzy zmiennymi w stanie réwnowagi
dtugookresowej (a nie poszczegélne zmienne). Przyktady:
udziat konsumpcji, inwestycji i wydatkéw rzadowych w PKB.

Andrzej Tordj
MZ 18 /27
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Plan prezentac;ji

© Log-linearyzacja

Andrzej Tordj
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o0

Log—liearyzacja
Szereg Taylora

http://en.wikipedia.org/wiki/ Taylor _series
Fx) = 1, x-x)=
= PR (XK T (x - x)Py=
= f(X)+f (X) (X = X)
Linearyzacja:
F(X) = F(X) + £ (R) (X — R)
(x - %)

X
N——

X

F(X) = F(X) + Xf' (X)

X — procentowe odchylenie od stanu ustalonego. Odpowiada ono w przyblizeniu
(réwniez 1. rzedu) réznicy logarytméw naturalnych: biezacego poziomu zmiennej oraz
Jjej stanu ustalonego.
Dlatego powyzszy zabieg nazywamy log-linearyzacja.
Andrzej Tordj
Mz 20 /27
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modelami DSGE Log-linearyzacja

oe

Log-linearyzacja

Log-linearyzacja

F(X) 2 F(X)+ X (X)-%
X — zmienna wyrazona jako punkty procentowe odchylenia od
warto$ci w steady-state

X — wartoé¢ w steady-state
f(X) = lewa albo prawa strona réwnania

Jezeli mamy wiele zmiennych w réwnaniu, X oznacza wektor
zmiennych wystepujacych w pewnej zaleznosci, X — wektor ich
warto$ci w stanie ustalonym, X; to i-ta zmienna w tym wektorze, a
X; — jej logarytmiczne odchylenie od wartosci dtugookresowe;:

f(X) ~ f ()_() + in%b—()’@'

Andrzej Tordj
Mz 21/27
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Plan prezentac;ji

Q Zadania

Andrzej Tordj
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z modelami DSGE an ustalony linearyzacja

adania
Zadania

Dokonaj log-linearyzacji nastepujacych réwnan:

Q Y =aN*K?

Andrzej Tordj
MZ 23 /27



z modelami DSGE an ustalony linearyzacja

adania
Zadania
Dokonaj log-linearyzacji nastepujacych réwnan:

Q Y =aN*K?
Q Yn:= HXt(l_N)JCt

Andrzej Tordj
MZ 23 /27



z modelami DSGE an ustalony linearyzacja

adania
Zadania

Dokonaj log-linearyzacji nastepujacych réwnan:
Q Y =aN*K?
Q Yn:= HXt(l_N)JCt

o W _ N
P: Et

Andrzej Tordj
MZ 23 /27



z modelami DSGE tan ustalony Log-linearyzacja

Zadania

Zadania

Dokonaj log-linearyzacji nastepujacych réwnan:
Q Y =aN*K?
Q Yn:= HXt(l_N)JCt

o W _ N
P: Et

0 (C) " =¢(C) 7 Q

Andrzej Tordj
MZ
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adania
Zadania

Dokonaj log-linearyzacji nastepujacych réwnan:
Q Y =aN*K?
Q Yn:= HXt(l_N)JCt

o W _ N
P: Et

Q < (G) 7 =ci(C) 7 @
Q Qi1 =PE: [Eé—tl (%)ﬂ (P’:L)]

(oznacz iy = —In Qt,¢41 oraz Qt,t+1 = [3; oznacz pézniej
Et7Tt_|_1 = EtPt+1 — Pt; zatéz teZ., ze EtXt = Xt)

Andrzej Tordj
MZ
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modelami DSGE y g-linearyzacja

Zadania

Zadania
Dokonaj log-linearyzacji nastepujacych réwnan:

Q Y =aN*K?
Q Yn:= HXt(l_N)JCt

w, _ CZN?
G, 72.__ _igr_
Q e (G) " =61 (C)7 Qe
Q0 Q = BE, | &L C1) 7 (P

te+1 = PEe | o~ | ¢ Prit

Andrzej Tordj

\ V4

(oznacz iy = —In Qt,¢41 oraz Qt,t+1 = [3; oznacz pézniej
Et7Tt_|_1 = EtPt+1 — Pt; zatéz tei, ze EtXt = Xt)

() T=ora-0 ()

(potraktuj P, P:_1 i P; jako rézne zmienne, ale o tym samym

stanie ustalonym P; oznacz pé6zniej my = pr — Pr—1)

23 /27
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Zadania

Zadania

1
° 7. Pro=[(1=0a)(Pue) " +a(Pra "]
(oznacz pézniej ] = In (PtT) —In (PtT_l) i podobnie dla
indekséw gérnych H i F)

Andrzej Tordj
MZ
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z modelami DSGE s y Log-linearyzacja

Zadania

Zadania

1
° 7. Pro=[(1=0a)(Pue) " +a(Pra "]
(oznacz pézniej ] = In (PtT) —In (P;’;l) i podobnie dla
indekséw gérnych H i F)

P P
° 8. Y iy 0 {Qt,t+k Ykt [% — it MGt P:fﬂ } =0

(wskazéwka: mamy tu 5 réznych zmiennych dla jednego
sktadnika, tylko 4 z nich zaleza od indeksu sumowania k; staty
i réwny jest poziom P i Pf; dodatkowo zachodzi Q¢ ¢4k = £4)

Andrzej Tordj
Mz 24 /27
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Zadania

Rozwiazania zadan (1)

Ad. 1. y; = a1ny + ask:

Ad. 2. ynt=(1—K)dx: + ¢t

Ad. 3. wy — py = oce + ¢n, — €, gdzie € =In (eP) i 2P =0
Ad. 4. P —oc; = P* —o¥c; + gy

Ad. 5.

¢t = Ercrpn — % lit = (Etptr1 — pt) + InB] + Cl_r (f? - Ete‘fﬂ)

Ad. 8. petne rozwiazanie przy okazji tematu 5

Andrzej Tordj
MZ 25 /27



Zadania

Rozwiazania zadan (2)

Pa-0)(1-2)(5) Fi

state (redukcja)

finiowaniu 7 = p; — pr—1 otrzymujemy rozwiazanie:
Tt = (1 = 9) (ﬁl _I)t—l)

rozwiazujemy w okolicy bezinflacyjnego stanu ustalonego, w ktorym P,

Pl_llffpt _— -
(%) + Pa-a(8) s - Pa-9(5) £
0+ (1-0) %)1_5 + P(l—ﬂ)(l—s)(’;

zauwazawy, ze elementy zapisane na czerwono to rownanie zapisane w steady

= —&
. . " .« . ) ] . 2 . .
obie strony maja wspolny mnoznik P (1 —¢) (-i,) -}1,. po jego skroceniu i zde-

Ad.6.

Andrzej Tordj
MZ
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Zadania

Rozwiazania zadan (3)

Ad.7.

Andrzej Tordj
MZ

Pr, +  Prre - [\17.»\1’,‘,’”-”1',‘.”7 T+

Py [(1- ) P+ aPE] (1= a) (1 =) Py +

Prgd [(1 —a) P+ ..Pfi"] a (1 =) PF"ry

-

zauwazamy, ze elementy zapisane na czerwono to réwnanie zapisane w steady
state (redukcja)
upraszczamy:

(1—a) Py"pme  +

Prir. - Pu [(1=a) P+ aPE
i=g-n)
Pe[(1-a) Pl + P}
dzielimy stronami przez
. - - 1 .
pre = Pu[0=a) Py 4+ ol " (- ) e+
s

aPp"pre

nanie dla steady state:

Pe-a) Pl +(.i>,§."'}
(1— n)P +
Lt = ooy prmiaprmPH.e “,nm‘ ..M,,‘ PFt

to rozwiazanie w formie przyrostéw (dla 7r, Th s, 75e) bez dodatkowych za-
lozen ekonomicznych

Rownanie definiuje indeks cen w sektorze tradables
jowych (H) i ALiC: ) (F), gdzie 1 to elastycznosé substytucji, a a - udzial
dobr zagranicznych w koszyku tradables krajowego konsumenta w stanie usta-
wja przebie; Kle wokol steady state, w ktorym obo-
Pr = Py = Pp. Takie zalozenie pozwala na

ko agregat cen dbr kra-

lonym. Log-lineary
wigzuje prawo jeduej ceny, tzn.

dalsze uproszezenie do postaci:
pre=(1—a)pu,+apre

a po odjeciu analogicznego rownania dla okresu ¢ — 1:
w10 = (1— Q) 7y + ampy
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