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Praca z modelami DSGE Stan ustalony Log-linearyzacja Zadania

Modele DSGE

Czym s¡ modele DSGE?

Na tych zaj¦ciach poznamy podstawowe techniki pracy z
modelami DSGE (ang. Dynamic Stochastic General

Equilibrium).

Za przykªad posªu»¡ nam modele nowokeynesowskie.
S¡ to konstrukcje, które:

zawieraj¡ nieliniowe (a czasem bardzo nieliniowe...) relacje
mi¦dzy zmiennymi;
zawieraj¡ zmienne w postaci OCZEKIWA� (oczekiwania na
t + 1, t + 2 itd.);
praca z nimi wymaga ROZWI�ZANIA.
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Modele DSGE

Rozwi¡zanie modelu DSGE

Wyra»enie wektora zmiennych endogenicznych w modelu w okresie t jako
funkcji wyª¡cznie:

opó¹nionych zmiennych endogenicznych;
zmiennych egzogenicznych i wstrz¡sów (opó¹nionych, bie»¡cych i
oczekiwanych).

To oznacza, »e z modelu musimy wyrugowa¢:

bie»¡ce zale»no±ci mi¦dzy zmiennymi endogenicznymi (zwykle ªatwe
� rozwi¡zanie ukªadu równa«);
zmienne w postaci oczekiwa« (znacznie trudniejsze).

y1,t ←→ Ety1,t+1

l ↖↘↗↙ l
y2,t ←→ Ety2,t+1
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Modele DSGE

Jak rozwi¡za¢ model?

�atwo to zrobi¢, je»eli jest on liniowy. Jednak to zbyt restrykcyjne
ograniczenie. Dlatego zwykle post¦pujemy w nast¦puj¡cy sposób:

1 Znajdujemy STAN USTALONY (ang. steady state)
równowaga: wektor warto±ci zmiennych endogenicznych, który
� pod nieobecno±¢ nowych wstrz¡sów � zapewnia brak zmian
tych zmiennych z okresu na okres

2 LINEARYZACJA modelu, czyli sprowadzenie go do postaci
liniowej.

Mo»emy znale¹¢ liniowe przybli»enie nieliniowej zale»no±ci w
pobli»u pewnego punktu. B¦dzie nim stan ustalony.
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Modele DSGE

Rozwi¡zanie modelu DSGE

Gdy ju» si¦ tego nauczymy, dowiemy si¦ kolejno:

czym s¡ modele DSGE i po co w nich racjonalne oczekiwania;

jak pracowa¢ z oprogramowaniem do ich analizy;

jak wyprowadzi¢ model nowokeynesowski model gospodarki
zamkni¦tej;

jak go rozwi¡za¢;

jak uogólni¢ go na model gospodarki otwartej;

jak oszacowa¢ jego parametry metodami bayesowskimi;

co to s¡ modele polityki optymalnej;

... (?)
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Stan ustalony

Stan ustalony w problemie Ramsey'a

Problem Ramsey'a: rolnik szuka stanu ustalonego

Rolnik sieje zbo»e i zbiera plony. Cz¦±¢ z nich przeznaczy na m¡k¦
(konsumpcja), a cz¦±¢ na przyszªoroczny siew. Jakie s¡ optymalne
proporcje?

W szerszym kontek±cie: problem alokacji zasobów mi¦dzy
konsumpcj¦ a oszcz¦dno±ci, które �nansuj¡ inwestycje w
kapitaª (zapewniaj¡cy przyszª¡ konsumpcj¦).

Optymalna alokacja wynika zarówno z preferencji rolnika, jak i
charakterystyki procesu produkcyjnego.

Andrzej Torój Instytut Ekonometrii � Zakªad Ekonometrii Stosowanej

MZ 10 / 27



Praca z modelami DSGE Stan ustalony Log-linearyzacja Zadania

Stan ustalony

Model Ramseya

max
Ct ,Kt+1

Et

{
Σ∞i=0

[
βi

C 1−σ
t+i

1− σ

]}

przy warunkach ograniczaj¡cych:

∀t Yt = Ct + It (ograniczenie zasobowe)

∀t Yt = Kα
t εt (funkcja produkcji)

∀t Kt+1 = (1− δ)Kt + It (równanie ruchu kapitaªu)

Zadanie

Rozwi¡»my to zadanie optymalizacyjne, a nast¦pnie znajd¹my taki
poziom kapitaªu (i konsumpcji), który zgodnie z modelem nie
zmienia si¦ w czasie pod nieobecno±¢ wstrz¡sów, czyli dla εt ≡ 1.
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Stan ustalony

Rozwi¡zanie (1)

Funkcja u»yteczno±ci, któr¡ maksymalizuje rolnik:

max
Ct ,Kt+1

Ut=

∞∑
i=0

Etβi C
1−σ
t
1−σ

przy warunkach (obowi¡zuj¡cych dla ka»dego okresu ≥ t, zapisane
przykªadowo dla t):


Yt = Ct + It

Yt = Kα
t εt

Kt+1 = (1− δ)Kt + It
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Stan ustalony

Rozwi¡zanie (2)

Z warunków ograniczaj¡cych eliminujemy Yt (potem b¦dziemy
mogli wyliczy¢ Ȳ jako C̄ + Ī lub K̄α):

{
Ct + It = Kα

t εt

It = Kt+1 − (1− δ)Kt

Z warunków ograniczaj¡cych eliminujemy It (potem b¦dziemy mogli
wyliczy¢ Ī jako K̄α − C̄ lub K̄ − (1− δ) K̄ ):

Kt+1 − (1− δ)Kt = Kα
t εt − Ct
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Stan ustalony

Rozwi¡zanie (3)

Ostatecznie mamy jeden warunek ograniczaj¡cy ze wzgl¦du na K i
C :

Ct = Kα
t εt − Kt+1 + (1− δ)Kt

Funkcja Lagrange'a:

L =
∞∑
i=0

Etβ
i

[
C 1−σ
t+i

1− σ
− λt+i

(
−Kα

t+iεt+i + Kt+1+i − (1− δ)Kt+i + Ct+i

)]
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Stan ustalony

Rozwi¡zanie (4)

Warunki 1. rz¦du (znów zapisane dla przykªadowego okresu t):

1 ∂Ut
∂Ct

= C−σt − λt = 0

A zatem λt = C−σt oraz Etλt+1 = EtC
−σ
t+1

.

2 ∂Ut
∂Kt+1

= −λt + Etλt+1β (1− δ) + Etλt+1βαEtK
α−1
t+1 εt = 0

3 ∂Ut
∂λt

= Ct + Kt+1 − (1− δ)Kt − Kα
t εt = 0

B¦dziemy to traktowa¢ jak równanie de�niuj¡ce konsumpcj¦,
gdy rozwi¡»emy ju» model ze wzgl¦du na kapitaª.
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Stan ustalony

Rozwi¡zanie (5)

Eliminujemy z równa« (1) i (2) mno»nik Lagrange'a λt :

−C−σt + EtC
−σ
t+1β (1− δ) + EtC

−σ
t+1βαEtK

α−1
t+1 εt = 0

Szukamy stanu ustalonego (steady state). Powinien to by¢ wektor
takich warto±ci zmiennych, które - przy braku wstrz¡sów (a tych w
modelu nie mamy) - pozostaj¡ niezmienne z okresu na okres.
Wiemy, »e w stanie ustalonym wstrz¡sów brak, a wi¦c dla ka»dego
t mamy εt ≡ 1 Mamy 2 równania (powy»sze oraz warunek 3) oraz
2 zmienne rozwa»ane w ró»nych okresach (C̄ i K̄ ):{

−C̄−σ + C̄−σβ (1− δ) + C̄−σβαK̄α−1 = 0

C̄ + K̄ − (1− δ) K̄ − K̄α = 0
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Stan ustalony

Rozwi¡zanie (6)

{
C̄−σ

(
−1 + β (1− δ) + βαK̄α−1) = 0

C̄ = −K̄ + (1− δ) K̄ + K̄α = K̄α − δK̄

(
K̄α − δK̄

)−σ (−1 + β (1− δ) + βαK̄α−1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

K̄ =

[
1− β (1− δ)

βα

] 1
α−1
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Stan ustalony

Warto±¢ kapitaªu w stanie ustalonym

K̄ =
(
1−β(1−δ)

βα

) 1
α−1

W tym przypadku stan ustalony jest funkcj¡ parametrów
modelu.

W niektórych modelach jest jednak zadany egzogenicznie lub
nie ma znacznenia dla analizy.

Np. w modelowaniu polityki pieni¦»nej istotne s¡ wahania
wokóª dªugookresowego poziomu produkcji, za± ten poziom
pozostaje na drugim planie analizy.
Czasami kalibrujemy (ustalamy) tzw. steady-state ratios, czyli
wzajemne relacje mi¦dzy zmiennymi w stanie równowagi
dªugookresowej (a nie poszczególne zmienne). Przykªady:
udziaª konsumpcji, inwestycji i wydatków rz¡dowych w PKB.
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Log-linearyzacja

Szereg Taylora

http://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

f (X ) = Σ∞n=0
f (n)(X̄)

n!

(
X − X̄

)n
=

= f (X̄ ) + f ′
(
X̄
) (

X − X̄
)

+
f ′′(X̄)

2

(
X − X̄

)2
+ ... =

w f (X̄ ) + f ′
(
X̄
) (

X − X̄
)

Linearyzacja:

f (X ) w f (X̄ ) + f ′
(
X̄
) (

X − X̄
)

f (X ) w f (X̄ ) + X̄ f ′
(
X̄
) (X − X̄

)
X̄︸ ︷︷ ︸
x̂

x̂ � procentowe odchylenie od stanu ustalonego. Odpowiada ono w przybli»eniu
(równie» 1. rz¦du) ró»nicy logarytmów naturalnych: bie»¡cego poziomu zmiennej oraz
jej stanu ustalonego.

Dlatego powy»szy zabieg nazywamy log-linearyzacj¡.
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Log-linearyzacja

Log-linearyzacja

f (X ) w f (X̄ ) + X̄ · f ′
(
X̄
)
· x̂

x̂ � zmienna wyra»ona jako punkty procentowe odchylenia od
warto±ci w steady-state

X̄ � warto±¢ w steady-state

f (X ) � lewa albo prawa strona równania

Je»eli mamy wiele zmiennych w równaniu, X oznacza wektor
zmiennych wyst¦puj¡cych w pewnej zale»no±ci, X̄ � wektor ich
warto±ci w stanie ustalonym, Xi to i-ta zmienna w tym wektorze, a
xi � jej logarytmiczne odchylenie od warto±ci dªugookresowej:

f (X) ' f
(
X̄
)

+
∑
i
X̄i

∂f (X)
∂Xi
|X̄x̂i
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Plan prezentacji

1 Praca z modelami DSGE

2 Stan ustalony

3 Log-linearyzacja

4 Zadania
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Zadania

Zadania

Dokonaj log-linearyzacji nast¦puj¡cych równa«:

1 Yt = a0N
a1
t K a2

t

2 YN,t = κX
(1−κ)δ
t Ct

3 Wt
Pt

= Cσt Nφt
εt

4 εt (Ct)
−σ = ε∗t (C ∗t )−σ

∗
Qt

5 Qt,t+1 = βEt

[
εt+1

εt

(
Ct+1

Ct

)−σ (
Pt

Pt+1

)]
(oznacz it = − lnQt,t+1 oraz Q̄t,t+1 = β; oznacz pó¹niej
Etπt+1 = Etpt+1 − pt ; zaªó» te», »e Etxt = xt)

6

(
Pt

Pt−1

)1−ε
= θ + (1− θ)

(
P̃t

Pt−1

)1−ε
(potraktuj Pt , Pt−1 i P̃t jako ró»ne zmienne, ale o tym samym
stanie ustalonym P̄ ; oznacz pó¹niej πt = p̂t − p̂t−1)
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Zadania

Zadania

7. PT ,t =
[
(1− α) (PH,t)

1−η + α (PF ,t)
1−η
t

] 1
1−η

(oznacz pó¹niej π̂Tt = ln
(
PT
t

)
− ln

(
PT
t−1
)
i podobnie dla

indeksów górnych H i F )

8.
∑∞

k=0 θ
kEt

{
Qt,t+kYt+k|t

[
Pf ,t

Pt−1
− κ

κ−1MCt+k|t
Pt+k

Pt−1

]}
= 0

(wskazówka: mamy tu 5 ró»nych zmiennych dla jednego
skªadnika, tylko 4 z nich zale»¡ od indeksu sumowania k ; staªy
i równy jest poziom P i Pf ; dodatkowo zachodzi Qt,t+k = βk)

Andrzej Torój Instytut Ekonometrii � Zakªad Ekonometrii Stosowanej

MZ 24 / 27



Praca z modelami DSGE Stan ustalony Log-linearyzacja Zadania

Zadania

Zadania

7. PT ,t =
[
(1− α) (PH,t)

1−η + α (PF ,t)
1−η
t

] 1
1−η

(oznacz pó¹niej π̂Tt = ln
(
PT
t

)
− ln

(
PT
t−1
)
i podobnie dla

indeksów górnych H i F )

8.
∑∞

k=0 θ
kEt

{
Qt,t+kYt+k|t

[
Pf ,t

Pt−1
− κ

κ−1MCt+k|t
Pt+k

Pt−1

]}
= 0

(wskazówka: mamy tu 5 ró»nych zmiennych dla jednego
skªadnika, tylko 4 z nich zale»¡ od indeksu sumowania k ; staªy
i równy jest poziom P i Pf ; dodatkowo zachodzi Qt,t+k = βk)

Andrzej Torój Instytut Ekonometrii � Zakªad Ekonometrii Stosowanej

MZ 24 / 27



Praca z modelami DSGE Stan ustalony Log-linearyzacja Zadania

Zadania

Rozwi¡zania zada« (1)

Ad. 1. yt = a1nt + a2kt

Ad. 2. yN,t = (1− κ) δxt + ct

Ad. 3. wt − pt = σct + φnt − εdt , gdzie εdt = ln
(
εDt
)
i ε̄D = 0

Ad. 4. εDt − σct = εD∗t − σ∗c∗t + qt

Ad. 5.
ct = Etct+1 − 1

σ [it − (Etpt+1 − pt) + lnβ] + 1
σ

(
εdt − Etε

d
t+1

)
Ad. 8. peªne rozwi¡zanie przy okazji tematu 5
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Zadania

Rozwi¡zania zada« (2)

Ad.6.
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Zadania

Rozwi¡zania zada« (3)

Ad.7.
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